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La onjeture de Lang et Silverman sur les variétés abé-liennesLorsqu'on s'intéresse à l'arithmétique des variétés abéliennes sur les orps de nombreson est très vite onfronté à la notion de hauteur, déjà présente dans le ÷ur de la preuvedu théorème de Mordell-Weil.Le présent texte est entièrement onsaré à l'étude d'une onjeture portant sur unehauteur partiulière et énonée sur les ourbes elliptiques dans un livre de Serge Lang,puis généralisée aux variétés abéliennes de dimension supérieure dans un artile de JosephSilverman. S. Lang a onjeturé dans [Lan78℄ p. 92 une minoration de la hauteur de Néron-Tate d'une ourbe elliptique, qu'on rappelle ii :Conjeture 1. (Lang) Pour tout orps de nombres k, il existe une onstante positive c(k)telle que pour toute ourbe elliptique E dénie sur k et tout point P d'ordre inni de E(k)on ait :




,où ĥ(.) est la hauteur de Néron-Tate sur E, Nk/Q(∆E) la norme du disiminant minimal dela ourbe E et h(jE) la hauteur de Weil logarithmique et absolue de l'invariant modulaire
jE de la ourbe E.Remarque : Dans ette onjeture il est équivalent de herher une minoration dutype ĥ(P ) ≥ c(k) hF(E/k) où hF(E/k) est la hauteur de Faltings (relative) de la ourbeelliptique E. Dans la formulation de la question qui gure dans [Lan78℄, S. Lang ne faisaitintervenir que le logarithme du disriminant.Cette onjeture de Lang a été partiellement démontrée par M. Hindry et J. Silvermanqui obtiennent dans [HS88℄, orollaire 4.2 (ii) de leur théorème 4.1 (p. 430 et 431), lerésultat suivant :Théorème 1. (Hindry, Silverman) Soit k un orps de nombres de degré d. Soit E/k uneourbe elliptique de disiminant minimal ∆E et de onduteur FE. On note σE le quotientde Szpiro déni par σE = log Nk/Q(∆E)/ log Nk/Q(FE). Alors pour tout point P ∈ E(k)d'ordre inni on a la minoration :







.Cei permet de onlure pour toute famille de ourbes elliptiques pour lesquelles lequotient de Szpiro est borné uniformément. Une onjeture de Szpiro arme que 'est enfait le as de toutes les ourbes elliptiques et entraîne don la onjeture de Lang i-dessus.La preuve de e théorème repose sur l'existene d'une déomposition de la hauteur deNéron-Tate en somme de hauteurs loales bien normalisées.J. Silverman avait démontré auparavant plusieurs as partiuliers de ette onjeturedans [Sil81℄ et [Sil84℄. Par la suite S. David a publié une preuve de transendane [Dav92℄13
orant une onstante c(d, σE) polynomiale inverse en d et σE . On peut iter aussi l'artilede M. Krir [Kri01℄ qui expliite sur k = Q d'une manière un peu diérente e résultatde minoration pour des familles de ourbes elliptiques partiulières. Plus réemment, unenouvelle onstante polynomiale inverse a été obtenue par C. Petshe [Pet06℄ par la tehniquede déomposition loale.La onjeture sur les ourbes elliptiques a ensuite été généralisée aux variétés abéliennesde dimension supérieure par J. Silverman dans [Sil84℄ p. 396 :Conjeture 2. (Lang, Silverman) Soit g ≥ 1. Pour tout orps de nombres k, il existe uneonstante positive c(k, g) telle que pour toute variété abélienne A/k de dimension g, pourtout diviseur ample D ∈ Div(A) et tout point P ∈ A(k) tel que Z·P = {mP |m ∈ Z} estZariski-dense on ait :




,où ĥA,D(.) est la hauteur de Néron-Tate sur A assoiée au diviseur D et hF(A/k) est lahauteur de Faltings (relative) de la variété abélienne A.Remarque : Il y a plusieurs notions de hauteur d'une variété abélienne. L'énoné deette onjeture est plus n ave la hauteur de Faltings (relative) omme minorant qu'avela hauteur de Faltings stable (voir 1.4.1 et 1.4.2 pour les dénitions). Remarquons de plusque la hauteur de Faltings stable est omparable à une hauteur modulaire, omme parexemple la hauteur thêta d'une variété abélienne (voir 1.4.6 pour les omparaisons).S. David a proposé une preuve partielle de ette onjeture généralisée, preuve basée surun raisonnement de type transendane ([Dav93℄) : il donne une borne inférieure pouvanttendre vers l'inni ave la hauteur (thêta) de la variété. Plus préisément il obtient le théo-rème, dans lequel on note Fg le domaine de Siegel (préisément déni dans le paragraphe1.3) :Théorème 2. (David) Soient g ≥ 1 un entier, k un orps de nombres, v une plaearhimédienne, A/k une variété abélienne prinipalement polarisée de dimension g et
τv ∈ Fg tel que A(k̄v) ∼= Cg/Zg + τvZg. On note || Im τv|| = maxi,j | Im τv,ij |. Posons
d0 = max{2, [k : Q]} et h = max{1, hΘ(A)}, la hauteur thêta de A. Posons de plus :
ρ(A, k) =
d0(h+ log d0)




0 .Alors il existe deux onstantes c1(g) > 0 et c2(g) > 0 telles que tout point P ∈ A(k)vérie : ou bien il existe une sous-variété abélienne B ⊂ A, B 6= A, dont le degré vérie
deg(B) ≤ c2ρ(A, k)g(log(ρ(A, k)g)) et telle que le point P soit d'ordre inférieur à
c2ρ(A, k)
g(log(ρ(A, k)g)) modulo B, ou bien on a :
ĥ(P ) ≥ c1(g)ρ(A, k)−g(log(ρ(A, k)))−g h.14










≤ crangA(k) + 1.Remarque : Caporaso, Harris et Mazur montrent dans [CHM97℄ qu'une onjeture trèsgénérale de Lang, disant que l'ensemble des points rationnels d'une variété de type géné-ral n'est jamais Zariski-dense, implique en fait une borne enore plus uniforme du type
Card(C(k)) ≤ c(k, g). En utilisant l'étude de [Pa97℄ on peut même espérer une borne
Card(C(k)) ≤ c(d, g). 15
Contenu de la thèseCette thèse se onsare entièrement à l'étude de la onjeture de Lang et Silvermansur les variétés abéliennes et à ertaines de ses appliations. Le travail se divise en quatrehapitres. Les hapitres 2, 3 et 4 sont largement indépendants les uns des autres. Toutesles hauteurs de variétés  h(A)  impliquées dans des majorations ou minorations doiventêtre omprises omme  max{1, h(A)} .Le premier hapitre sera utile pour toute la suite. Il xe les prinipales notationset normalisations dont on aura besoin, à savoir les dénitions de hauteur d'un point dansun espae projetif, hauteur anonique ou de Néron-Tate pour les points d'une variétéabélienne, et le théorème de Néron de déomposition en hauteurs loales, point entral dela stratégie d'étude mise en plae. On aura besoin de l'espae de Siegel assoié aux variétésabéliennes prinipalement polarisées. On étudiera ensuite les dénitions de hauteur d'unevariété abélienne utiles dans e texte. On dénira ainsi la hauteur de Faltings, la hauteur deFaltings augmentée, la hauteur de Faltings stable, la hauteur thêta d'une variété abélienne,et on donnera les omparaisons entre es diérentes notions de hauteur. On rajoutera ladénition de trae arhimédienne d'une variété abélienne, ainsi qu'un paragraphe sur lesdisriminants assoiés aux ourbes hyperelliptiques.Le seond hapitre est une étude détaillée de la onjeture de Lang et Silverman pourles variétés abéliennes de dimension 2. Une variété abélienne prinipalement polarisée dedimension 2 est isomorphe ou bien à une jaobienne d'une ourbe C de genre 2 polariséepar le diviseur Θ = C, ou bien à un produit de ourbes elliptiques E1×E2, polarisé par
Θ = E1×{O}+{O}×E2.On obtient dans e hapitre un théorème de minoration de la hauteur de Néron-Tateassoiée au diviseur Θ en utilisant une tehnique de déomposition en hauteurs loaleslégèrement modiées. En eet es hauteurs loales sont dénies à une onstante près, ily a don plusieurs manières de normaliser es fontions. On met en plae une étude desdiérenes de hauteurs loales, e qui est une manière détournée de xer une normalisation,e grâe à une propriété ruiale des points de 3-torsion en dimension 2. Malheureusementette méthode fait apparaître une ondition au bord de l'espae de modules des variétésabéliennes prinipalement polarisées de dimension 2. Soit ε > 0. On notera F2,ε et G2,ε dessous-ensembles du domaine de Siegel F2 dans lesquels on retire un voisinage  tubulaire-hyperbolique  du lieu des produits de ourbes elliptiques (voir l'introdution du hapitre 2pour les dénitions préises). Les énonés se plaeront don toujours dans un tel ensemble
F2,ε. La quantité Tr(A) est appelée la trae arhimédienne de la variété abélienne (voirdénition préise en 1.5) et D est un ertain disriminant assoiée à la ourbe sous-jaente.Notons de plus que les aluls expliites et la mise en ÷uvre des estimations des hauteursloales aux plaes nies est basée sur l'étude poussée de la surfae de Kummer eetuéepar V. Flynn, N. Smart et M. Stoll dans les artiles [Fly95, FS97, Sto99, Sto02℄. Dans leas des jaobiennes de dimension 2 simples, le théorème prend la forme suivante :16
Théorème 3. Soit k un orps de nombres de degré d. Soit ε un réel stritement positif.Soient C/k une ourbe de genre 2 admettant un point de Weierstrass rationnel sur k et
A sa jaobienne. Alors si A vérie τv ∈ F2,ε pour toute plae arhimédienne v, il existeune onstante c1(d) > 0 telle que pour tout point P ∈ A(k) l'une des deux propositionssuivantes est vraie :
(1) [n]P = O pour un entier 1 ≤ n ≤ 2·2404·316d,
(2) ĥA,2Θ(P ) ≥ c1
(
Tr(A) − 63 log Nk/Q(D)
)
,où on peut prendre c1 = 1
160d 2408·316d
.Remarque 1 : l'hypothèse  τv ∈ F2,ε pour toute plae v arhimédienne  peut peut-êtreêtre retirée dans le as où le orps k n'a qu'une plae arhimédienne, en partiulier pour
k = Q. Il sut de faire une moyenne restreinte sur les points d'ordre 3, non pas sur 80points mais sur 72 points bien hoisis. Cela se fera au prix de la perte du aratère expliitede la onstante c1 du théorème 3.Remarque 2 : On va don être amené dans les énonés suivants à supposer que l'ona Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D). Imposer une hypothèse du type Tr(A) ≥ c log Nk/Q(D) n'estpas rien. En dimension 1, une onjeture de Hall (voir par exemple [Sil92℄ p. 268) préditque seul un nombre ni de ourbes elliptiques peuvent la vérier si la onstante c est tropgrande : on mène une étude à e sujet dans un paragraphe suédant au théorème 2.7.4.Cependant l'espae de modules des ourbes de genre 2 est de dimension 3 : ei permetd'obtenir des familles innies de jaobiennes vériant ette ondition sur le disriminant. Onverra dans le paragraphe suédant au théorème 2.5.3 e que l'on peut montrer en utilisantl'artile de Igusa [Igu62℄. Cette remarque est toutefois une motivation supplémentaire pourherher, dans le futur, à obtenir des ontributions positives aux plaes nies.Remarque 3 : L'existene d'un point de Weierstrass rationnel sur k est équivalente àl'existene d'un modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 sur k. Il sut d'eetuer une extensionde k de degré inférieur ou égal à 2 pour obtenir un point de Weierstrass rationnel sur k.On déduit immédiatement de e théorème le orollaire suivant :Corollaire 1. Soient k un orps de nombres de degré d et ε > 0. Soient C/k une ourbede genre 2 de modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et A/k sa jaobienne. Soient Tr(A) satrae arhimédienne et D = 28 disc(F ). On suppose que pour toute plae arhimédienne von a τv ∈ F2,ε et que :







On omplète le théorème 3 par l'étude de la situation du produit de ourbes elliptiques,qui donne un théorème plus faible que elui de M. Hindry et J. Silverman dans [HS88℄,mais qui permet d'aboutir à un énoné faisant intervenir les mêmes quantités que pour lesjaobiennes simples.Le hapitre 2 renferme aussi la preuve du théorème de majoration suivant, basé surl'expression de la hauteur de Faltings donnée dans [Uen88℄ ; on note ii h′F(A/k) la hauteurde Faltings augmentée :Théorème 4. Soit k un orps de nombres de degré d. Soit ε un réel stritement positif. Soit
C/k une ourbe de genre 2 ave bonne rédution en 2, prise dans un modèle hyperelliptique
y2 = F (x) ave deg(F ) = 5. On note D = 28 disc(F ). On suppose que la jaobienne
A = Jac(C) vérie τv ∈ G2,ε pour toute plae arhimédienne v. Alors il existe des onstantes
c3(d) > 0 et c4(d) > 0 telles que :
h′F(A/k) ≤ c3 Tr(A) + c4 log Nk/Q(D),et on peut prendre : c3 = 5π + 2
20d
et c4 = 1
10d
.Notons que e théorème est un pas vers la onjeture 1.7 de S. David donnée dans[Dav93℄ p. 513. La onjontion des théorèmes 3 et 4 fournit alors le orollaire suivant :Corollaire 2. Soient k un orps de nombres de degré d et ε > 0. Soit (A,Θ)/k une variétéabélienne prinipalement polarisée de dimension 2. Si A est simple, on suppose que τv ∈
G2,ε pour toute plae v arhimédienne et que la ourbe sous-jaente a bonne rédution en 2.On prend le modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5. On suppose que Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D).Alors il existe une onstante c(d) > 0 telle que pour tout point P ∈ A(k) vériant Z·P = Aon a :
ĥA,2Θ(P ) ≥ c h′F(A/k),et on peut prendre c = 0, 00005
2408·316d





Cet énoné n'est pas ouvert par le théorème de S. David [Dav93℄ en dimension 2. Parontre le théorème de S. David se passe de l'hypothèse arhimédienne dont on a besoinpour mener à bien la stratégie loale.On rajoute un dernier énoné dans la présentation de e hapitre 2, onernant lespoints rationnels sur les ourbes de genre 2. On ompare deux tehniques de reherhe deborne sur le nombre de points rationnels d'une ourbe de genre 2. Une première méthodeonsiste à utiliser les travaux de T. de Diego [dD97℄ où est mis en plae un raisonnementen famille. La seonde se base sur l'artile [Rém00℄ de G. Rémond, où gure une bornequi dépend enore de la hauteur de Faltings de la jaobienne. Combinées au orollaire 2i-avant, les deux méthodes donnent le même genre de borne. Voii le résultat obtenu avela seonde :Corollaire 4. Soient k un orps de nombres et ε > 0. Soit C/k une ourbe de genre 2,ave bonne rédution en toute plae divisant 2, donnée dans un modèle y2 = F (x) ave
deg(F ) = 5. On notera D = 28 disc(F ). Soit A/k la jaobienne de C. On suppose quepour toute plae arhimédienne v, la matrie de périodes τv ∈ G2,ε. On suppose de plus que
Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D). Alors il existe une onstante c2(d) ne dépendant que de d = [k : Q]telle que :
Card(C(k)) ≤ crangA(k) + 12 ,et on peut hoisir :
c2 = 240
(d+ 1)235.Le troisième hapitre est une généralisation de la méthode utilisée en dimension 2aux variétés abéliennes de dimension g ≥ 2. Les diultés prinipales à surmonter, outrela tehniité arue de ertains aluls, sont les suivantes : tout d'abord on ne dispose pasde l'équivalent de l'étude expliite de V. Flynn, N. Smart et M. Stoll. On a don hoisi deomposer ave les oordonnées de Mumford dénies dans [Mum66℄ pour étudier les plaesnies, plus exatement ave les oordonnées de Mumford modiées introduites dans l'artile[DP02℄. Pour réunir les informations loales en un théorème global, il faut ensuite trouverun niveau de torsion N ad ho, jouant le même rle que N = 3 pour g = 2. On a besoinpour ela à la fois d'une propriété  algébrique  du type N = 2s − 1, et d'une propriété analytique  du type N > c(L, g), où c(L, g) est une onstante stritement positive nedépendant que de g et du plongement projetif assoié au bré L au-dessus d'une variétéabélienne A. Il faut ensuite prendre des préautions ave l'espae de modules des variétésabéliennes prinipalement polarisées de dimension g. On notera Fg,ε un sous-ensemblede et espae dans lequel on enlève un nombre ni d'hypersurfaes analytiques épaissies(voisinages  tubulaires-hyperboliques  de taille ε, voir dénition préise au paragraphe3.1.2). Ces hypersurfaes sont diretement liées au niveau de torsion N hoisi au départ.On note là enore Tr(A) la trae arhimédienne de A, hfini(A) la partie nie de la hauteurthêta de A et Sni(A) le terme issu de la multipliation par [2s], voir les paragraphes 1.5et 3.2.10 pour les dénitions préises. Finalement on peut armer :19
Théorème 5. Soit k un orps de nombres de degré d, notons m = |M∞k |. Soient g ≥ 2 unentier et ε > 0. Alors il existe des onstantes c1(d, g) > 0 et c2(d, g) > 0 telles que pourtoute variété abélienne simple de dimension g prinipalement polarisée (A,Θ)/k vériantque τv ∈ Fg,ε pour toute plae v arhimédienne, et pour tout point P ∈ A(k) d'ordre innimodulo toute sous-variété abélienne :











.L'esprit de e théorème est le même qu'en dimension 2, notre utilisation de la méthodedes diérenes de hauteurs loales met en opposition les plaes arhimédiennes et les plaesnies, aboutissant à un théorème de minoration non trivial dès que la somme des ontri-butions arhimédiennes domine la somme des ontributions aux plaes nies. On pourradéduire une borne onditionnelle sur la torsion, de la même manière que dans le as de ladimension 2. Il sera intéressant à l'avenir de herher à faire ontribuer positivement lesplaes nies et d'ainsi viser un minorant toujours positif.Ce troisième hapitre renferme de plus une expression expliite de la hauteur de Fal-tings pour les jaobiennes de ourbes hyperelliptiques de genre g. C'est la généralisationde la formule de K. Ueno de l'artile [Uen88℄, établie ii grâe à l'utilisation de l'artile deP. Lokhart [Lo94℄. Une fois ette formule montrée, on travaille dans un sous-espae demodules Gg,ε exluant les voisinages  tubulaires-hyperboliques  d'un nombre ni d'hy-persurfaes analytiques (voir dénition préise en 3.1.3), e qui permet d'estimer :Théorème 6. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0.Alors il existe des onstantes c3(d, g) > 0 et c4(d, g) > 0 telles que : pour toute ourbe C/khyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min, si la jaobienne
(Jac(C),Θ), prinipalement polarisée par le diviseur Θ, admet des matries τv ∈ Gg,ε pourtoute plae arhimédienne v, on a :
h′st(Jac(C)) ≤ c3 Tr(Jac(C)) + c4 log Nk/Q(∆min),et on peut prendre c3 = 4π + 2
d
et c4 = g
(8g + 4)d
.On peut déduire des théorèmes 5 et 6 le orollaire suivant en diretion de la onjeturede Lang et Silverman : 20
Corollaire 5. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0. Soit
C/k une ourbe hyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min.On suppose que sa jaobienne (A,Θ) est simple, prinipalement polarisée par le diviseur Θet admet des matries τv ∈ Gg,ε ∩ Fg,ε pour toute plae arhimédienne v. On suppose, pour
c5 = c5(g) une onstante donnée :
Tr(A) ≥ c5 max
{
hfini(A) + Sfini(A), log Nk/Q(∆min)
}
,alors il existe une onstante c = c(d, g) > 0 ne dépendant que de d et g telle que pourtout point P ∈ Jac(C)(k) d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne :












.A priori et énoné est moins puissant que elui de S. David en dimension g ar res-treint aux jaobiennes de ourbes hypelliptiques et aublé d'une hypothèse arhimédiennediilement alulable. De plus, s'il est lair qu'on peut trouver des familles de variétésave Tr(A) dominant hfini(A), il est moins évident de ontrler les ontributions nies dela hauteur des formes représentant la multipliation par [2s], regroupées dans Sfini(A).Plusieurs points méritent d'être soulignés ependant. Tout d'abord la méthode sépareles plaes nies et les plaes arhimédiennes, e qui laisse espérer des énonés futurs moyen-nant des hypothèses de rédutions. Cei n'est pas diretement possible ave le théorèmede S. David. En outre on peut espérer, moyennant un alul de la hauteur de Faltings sanshypothèse de semi-stabilité sur la ourbe, pouvoir obtenir un minorant faisant intervenir lahauteur de Faltings augmentée relative au orps k, qui est un majorant de la hauteur thêtautilisée pour obtenir le résultat de [Dav93℄ rappelé plus haut (la hauteur thêta est ompa-rable à la hauteur de Faltings stable). Enn, et à la lumière de l'historique des reherhessur la onjeture de Lang et Silverman, e orollaire va dans le sens de la remarque de S.David suivante : les tehniques de preuve de transendane et de déomposition en hau-teurs loales semblent aboutir par des voies diérentes aux mêmes résultats, 'est-à-direen l'état atuel des onnaissanes, à des résultats dans le as où les plaes arhimédiennesdominent.Remarque : On peut bien sûr déduire, sous des hypothèses analogues, des énonéspartiels sur le nombre de points de torsion d'une variété abélienne de dimension g et sur lenombre de points rationnels d'une ourbe hyperelliptique de genre g. Par soui de onision,nous laissons au leteur le soin de formuler es orollaires (voir les orollaires 1 et 4 dansle as g = 2).Le quatrième hapitre est un hapitre d'étude de la dépendane de la onstante pré-sente dans l'inégalité de Lang et Silverman. On montre très failement, par exemple par21
un argument de division de point, que ette onstante dépend néessairement du orpsde dénition des points rationnels P onsidérés. En utilisant la restrition des salairesà la Weil, on montre aussi qu'on doit onsidérer la dimension du plus petit sous-groupealgébrique ontenant P . La néessité de la dépendane en la dimension de la variété abé-lienne ambiante, lorsqu'on se restreint aux points vériant que Z·P est Zariski-dense, estun peu moins évidente. On traite en détail le as des jaobiennes de ourbes modulaires
J0(N). Plus exatement on produit un équivalent de la hauteur de Néron-Tate d'un pointde Heegner lorsque le niveau N est grand, généralisant une démarhe déjà présente dans[MU98℄. Pour k un orps de nombres dont l'anneau des entiers est noté Ok, on note hk sonnombre de lasses, uk la moitié du ardinal de ses unités et Nk un ensemble de produits depremiers appartenant à des lasses de ongruenes onstitué des entiers N tels qu'il existeun point de Heegner assoié à Ok sur X0(N). Le résultat est le suivant :Théorème 7. Soit k un orps quadratique dont le disriminant D vérie les onditions :
D < 0, D est sans fateur arré et D ≡ 1 (mod 4). Soit xD ∈ X0(N) un point de Heegnerassoié à k et posons : cD = (xD) − (∞). Alors on a :
ĥJ0(N)(cD) ∼ hkuk log(N),lorsque N ∈ Nk tend vers l'inni.Notons g(N) la dimension de J0(N). L'utilisation de l'équivalent (obtenu dans [JK08℄grâe à des aluls de géométrie hyperbolique omplexe) hst(J0(N)) ∼ g(N)3 log(N) de lahauteur de Faltings de J0(N) lorsque N est grand permet, par omparaison des asympto-tiques, de onlure au fait suivant :Corollaire 6. Soit k un orps quadratique dont le disriminant D vérie les onditions :




hst(J0(N)),lorsque N ∈ Nk tend vers l'inni.Remarque :Il faut noter que les exemples développés dans e hapitre indiquent que, pour obtenirune inégalité du type ĥA,Θ(P ) ≥ c hF(A/k), on ne peut se dispenser en général de : la dépendane en le orps k de la onstante c ; la dépendane en la dimension g de la onstante c ; l'hypothèse Z·P = A. 22
Le inquième hapitre est omposé de trois annexes. Dans la première on montreomment augmenter le domaine de validité du orollaire 2 i-avant en utilisant des isogéniespartiulières. On pourrait généraliser enore un peu. Il n'est pas impossible que ettevoie d'attaque permette à l'avenir de faire disparaître la ondition au bord de l'espae demodules. La deuxième annexe renferme les formules expliites utiles pour les aluls surla surfae de Kummer. La dernière annexe donne les formules des invariants d'Igusa desourbes de genre 2.
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Chapitre 1Généralités sur les hauteurs
25
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1.1 Hauteur dans un espae projetifSoit k un orps de nombres. On note d = [k : Q] son degré sur Q. On notera dans toutle texte Mk l'ensemble de ses plaes (deux à deux non équivalentes), M∞k l'ensemble deses plaes arhimédiennes et M0k l'ensemble de ses plaes nies. Pour toute plae v ∈ Mk,on notera kv le omplété de k pour la valuation |.|v assoiée à la plae v, où on normalise







.Soient n ≥ 1 un entier naturel et Pn
Q̄
l'espae projetif sur Q̄ de dimension n. Soit






|xi|v.C'est un nombre positif ou nul qui ne dépend ni de la normalisation du point x (formuledu produit), ni du orps ontenant x (formule d'extension).Soient X/k une variété projetive sur k, D un diviseur très ample sur X et ϕD unplongement de X dans un espae projetif Pn. Alors on peut dénir une hauteur sur
X, appelée hauteur de Weil, de la manière suivante : pour tout point k̄-rationnel P (i.e.
P ∈ X(k̄)) on pose :
hX,D(P ) := h(ϕD(P )).Si le diviseur D n'est pas très ample, on peut toujours érire D = D1 −D2, ave D1 et
D2 très amples. On posera alors :
hX,D(P ) := h(ϕD1(P )) − h(ϕD2(P )).On vérie ensuite que ette dénition ne dépend ni du morphisme ϕD, ni de la déom-position D = D1 − D2, à une fontion bornée près. Toutes es vériations sont faites endétails dans la littérature, voir par exemple [HS00℄ p. 186, dans le ours de la preuve duthéorème  Weil's Height Mahine .Soient A/k une variété abélienne sur k, D un diviseur ample et symétrique sur A. Pourtout entier naturel n ≥ 1 on note [n]P le point [n − 1]P + P , où le symbole  + , estii l'addition sur A, et [1]P = P . On dénit alors la hauteur anonique, ou hauteur deNéron-Tate, d'un point P ∈ A(k), par la formule :





1.2 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs loalesUne hauteur de Weil assoiée à un diviseur D sur une variété abélienne A/k est pardénition une somme indexée par les plaes de k de fontions à valeurs réelles (dénies horsdu diviseur D). C'est de plus une fontion vériant la relation suivante (issue du théorèmedu ube) : il existe une onstante c telle que pour tous points P,Q,R ∈ A(k), et en notanttemporairement h = hA,D :
∣∣∣h(P +Q+R) − h(P +Q) − h(Q+R) − h(R + P ) + h(P ) + h(Q) + h(R)
∣∣∣ ≤ c.Si on suppose de plus que le diviseur D est symétrique on obtient (en prenant R = −Q)une relation de quasi-parallélogramme :
∣∣∣h(P +Q) + h(P −Q) − 2h(P ) − 2h(Q)
∣∣∣ ≤ c.Le passage à la limite eetué pour dénir la hauteur de Néron-Tate permet d'obtenir
c = 0. Cette onstrution ore don l'avantage suivant : la hauteur de Néron-Tate devientune forme quadratique, dont le ne isotrope est le sous-groupe de torsion de la variétéabélienne.A. Néron souhaitait retrouver une déomposition loale de ette hauteur anonique, sipossible en obtenant une somme de formes quadratiques loales. On donne ii l'aboutis-sement des travaux de A. Néron permettant de déomposer la hauteur de Néron-Tate enune somme de hauteurs loales. La déomposition s'érit omme suit (voir [HS00℄ p. 242) :Théorème 1.2.1. (Néron) Soit A/k une variété abélienne dénie sur un orps de nombres
k. SoitMk l'ensemble des plaes de k. Pour tout diviseur D sur A on note AD = A\ supp(D).Alors pour toute plae v ∈Mk il existe une fontion hauteur loale, unique à une fontiononstante près :
λ̂D,v : AD(kv) −→ R,appelée hauteur loale anonique, dépendant du hoix de D et vériant les propriétéssuivantes, ave γi,v des onstantes dépendant de v :1. λ̂D1+D2,v = λ̂D1,v + λ̂D2,v + γ1,v.2. Si D = div(f), alors λ̂D,v = v ◦ f + γ2,v.3. Si Φ : B → A est un morphisme de variétés abéliennes alors on a la relation :
λ̂Φ∗D,v = λ̂D,v ◦ Φ + γ3,v.4. Soit Q ∈ A(k) et soit tQ : A → A la translation par Q. Alors on a la relation :




nvλ̂D,v(P ) + c.28




nvλ̂D,v(P ).(Notons que f est unique à multipliation par une onstante a ∈ k∗ près.)Remarque : On utilise e théorème dans les hapitres 2 et 3. Dans le hapitre 4, onprendra le point de vue  symbole de Néron , dont les propriétés sont étudiées dans[Nér65℄. Essentiellement pour un diviseur D, un point P hors du support de D et une plae
v de k on aura λ̂D,v(P ) =< D, P >v.1.3 Espae de SiegelSoit v une plae arhimédienne. On notera Hg l'espae de Siegel assoié aux variétésabéliennes sur k̄v prinipalement polarisées de dimension g et munies d'une base symple-tique (on pourra onsulter [LB92℄ p. 213). C'est l'ensemble des matries τ = τv de taille




·τ = (Aτ +B)(Cτ +D)−1.On onsidère alors Fg un domaine fondamental pour l'ation du sous-groupe Sp(2g,Z).On peut hoisir Fg de telle sorte qu'une matrie τ de e domaine vérie en partiulier lesonditions suivantes (voir [Fre83℄ p. 34) : S1 : Pour tout σ ∈ Sp2g(Z) on a : det(Im(σ.τ)) ≤ det(Im(τ)). On dira que Im τ estmaximale pour l'ation de Sp2g(Z). S2 : Si Re(τ) = (ai,j) alors |ai,j| ≤ 12 . S3 : Si Im(τ) = (bi,j) alors pour tout l ∈ {1, ..., g} et tout ζ = (ζ1, ..., ζg) ∈ Zg telque pgcd(ζ1, ..., ζl) = 1 on a tζ Im(τ)ζ ≥ bl,l. De plus pour tout i ∈ {1, ..., g} on a
bi,i+1 ≥ 0. On impose enn bg,g ≥ ... ≥ b1,1 ≥ √3/2 et bi,i/2 ≥ |bi,j|.En dimension g = 2 on aura en partiulier les inégalités, utilisées onstamment dans lehapitre 2 (on note τ1 = τ11 et τ2 = τ22) :
{





.Dans tout le texte, les matries τ seront toujours supposées appartenir au domainefondamental Fg. 29
1.4 Hauteur d'une variété abélienneNous avons déni la hauteur sur les points d'une variété abélienne, il nous faut à présentdonner une dénition de la hauteur de la variété elle-même. Il y a plusieurs possibilités dedénition dans la littérature, nous allons en utiliser deux, à savoir la hauteur de Faltingset la hauteur thêta, qui haune ont leurs avantages et qui sont omparables (onfer laremarque 3 du paragraphe sur la hauteur thêta).Hauteur de FaltingsSoient k un orps de nombres et S = Spec(Ok) le spetre de son anneau d'entiers. Unbré vetoriel métrisé de rang r sur S est un Ok-module projetif L de rang r muni d'uneolletion {||.||v}v∈M∞k telle que ||.||v est une norme hermitienne sur le kv-espae vetoriel
L ⊗Ok k̄v, vériant ||x||v = ||x̄||v̄ pour tout plongement v : k →֒ C.Le degré d'Arakelov d'un bré en droites métrisé (L, ||.||v) sur S est déni, en prenantun élément non nul s ∈ L :







dv log ||s||v.Ce degré ne dépend pas du hoix de s non nul (appliation de la formule du produit).Soit alors A/k une variété abélienne de dimension g ≥ 1. Soient A → S son modèlede Néron, ε : S → A sa setion neutre et ΩgA/S le faiseau des g-formes diérentielles, quiest loalement libre de rang 1. On pose ωA/S = ε∗(ΩgA/S) ; 'est un bré en droites sur
S = Spec(Ok) qu'on peut identier au module de ses setions globales. On le munit desmétriques suivantes :









d̂eg(ωA/S).Dénition 1.4.2. Soit A/k une variété abélienne dénie sur un orps de nombres k. Soit
k′ une extension de k telle que A/k′ aquière rédution semi-stable. On appelle alors hauteurde Faltings stable la hauteur de Faltings relative à k′ et on note :
hst(A) = hF(A/k
′).30
On donne enn une variante, utile dans e texte à plusieurs endroits. Commençons parquelques notations : pour une variété abélienne A/k prinipalement polarisée de dimension
g dénie sur un orps de nombres et une plae v ∈ M∞k on sait que les points omplexesde Av forment un tore omplexe de dimension g, plus préisément il existe une matrie τvsymétrique de taille g× g, ave Im τv dénie positive et maximale pour l'ation de Sp2g(Z)(au sens de la propriété S1 du paragraphe préédent), telle que :
Av(kv) ≃ Cg/(Zg + τvZg).On dénit alors, en gardant toutes es normalisations :Dénition 1.4.3. Soit A/k une variété abélienne prinipalement polarisée dénie sur unorps de nombres k. On appelle hauteur de Faltings augmentée(relative) la quantité :













h′F(A/k) ≥ hF(A/k) ≥ hst(A),
h′F(A/k) ≥ h′st(A) ≥ hst(A).Remarque 2 : La hauteur de Faltings ne dépend d'auun hoix de plongement dans unespae projetif, ni même de la setion (non nulle) qu'on utilise pour la aluler. C'est unequantité intrinsèque, e qui rend sa présene très naturelle dans l'énoné de la onjeturede Lang et Silverman.Hauteur thêtaOn ommene e paragraphe par xer un ertain nombre de notations importantes,partiulièrement pour le hapitre 3. On tire toute la présentation de la théorie des oor-données de Mumford de l'artile [DP02℄ dont on garde les notations, mais on pourra bienentendu se référer aussi à l'artile original [Mum66℄ pour les preuves. On gardera en mé-moire que les oordonnées de Mumford modiées, orrespondant au plongement thêta avearatéristiques, sont dénies et étudiées dans [DP02℄ uniquement.31
Soit A/k une variété abélienne de dimension g munie de L un bré ample et totalementsymétrique au sens de [Mum66℄ p. 305. Pour la ompréhension de notre travail, il sut desavoir que si M est un bré ample et symétrique, alors M⊗3 est très ample et M⊗4 està la fois très ample et totalement symétrique. On dénit, en notant tx la translation par










∣∣∣x ∈ H(L), ϕ ∈ Isom(L, t∗xL)
}
.On sait par [Mum66℄ p. 290 que l'on a la suite exate :




soient x et y dans H(L), ave x̃ et ỹ dans G(L) au-dessus respetivement de x et y,on pose : eL(x, y) = x̃·ỹ ·x̃−1 ·ỹ−1 ∈ k∗.On vérie (voir [Mum66℄ p. 293) qu'on a une déomposition en sous-groupes isotropes




Z/diZ , K̂(d) = Hom(K(d), k∗) , H(d) = K(d) ⊕ K̂(d).On dénit de plus l'ensemble :










α·α′ ·l′(x) , x+ x′ , l + l′
)
.Le orollaire de [Mum66℄ p. 294 nous fournit, si L est de type d, un isomorphisme entrela suite exate (∗) et la suite exate suivante :




soient z = (x, ϕ) ∈ G(L) et s ∈ Γ(A,L),on dénit Uz : Γ(A,L) → Γ(A,L) en posant : Uz(s) = τ ∗−x(φ(s)).Cette représentation fait de Γ(A,L) un G(L)-module irredutible (onfer [Mum66℄,théorème 2 p. 297).On dénit l'ensemble V (d) omme étant l'espae des fontions de K(d) dans k. Ondénit une représentation U de G(d) dans V ((d)) en posant :
∀y ∈ K(d), (U(α,x,l)(f))(y) = α·l(y)·f(x+ y).On sait par [Mum66℄ p. 295 que ette représentation est irrédutible. On a alors :Proposition-Dénition 1.4.5. (Mumford) Soient A/k une variété abélienne et L unbré très ample et totalement symétrique sur A. Choisissons un isomorphisme entre G(L)et G(d) agissant trivialement sur k∗. Il existe alors un unique (à multipliation par unsalaire non nul près) un isomorphisme du G(L)-module Γ(A,L) vers le G(d)-module V (d).Un tel hoix d'isomorphisme est appelée une struture thêta pour la paire (A,L).Supposons donnée une struture thêta pour (A,L) et soit f : V (d) → Γ(A,L) l'iso-morphisme induit, pour d = (d1, ..., dg) le g-uplet d'entiers orrespondant. Les fontionsaratéristiques fournissent une base de V (d). Pour tout a ∈ K(d) on dénit la fontion
δda ∈ V (d) = Γ(A,L) en posant :
{
δda (x) = 1 si x = a
δda (x) = 0 si x 6= a, x ∈ K(d).La famille de setions globales δL := (δLa )a∈K(d) = (f(δda ))a∈K(d) fournit alors un plon-gement projetif de A noté ΘL. Cette base est appelée oordonnées de Mumford.En suivant [DP02℄ on va dénir un système de oordonnées modiées an de tenirompte des aratéristiques thêta. On note tout d'abord Ki = K(2id) et on identie








a+c.On dénit alors :




(a,l)(P ) : ...
)
.33
La olletion des oordonnées est dénie à un salaire près, e qui donne bien un plon-gement projetif de la variété A, appelé oordonnées de Mumford modiées. Dans toute lasuite on hoisira de travailler ave i = 2.On va normaliser les points projetifs en divisant par l'une des oordonnées. Cei xerale diviseur D utilisé pour la suite de notre travail. On va faire le hoix de la aratéristique















.On peut de plus dénir les parties nie hfini(A) et arhimédienne h∞(A) de la hauteurthêta omme suit : il faut avant tout xer une normalisation pour la hauteur loale del'origine. Partons de la aratéristique privilégiée (a0, l0). On sait par le lemme 3.5 p. 654de [DP02℄ qu'il existe une aratéristique (b0, k0) telle que ∆(2)(b0,k0)(OA) 6= 0. C'est le hoixqu'on fera pour trivialiser. On donne alors :
Θ̃(OA) =
(

























.Remarque 1 : En partant d'un bré ample M assoié à une polarisation prinipale, onobtient un bré très ample et totalement symétrique en prenant la puissane tensoriellequatrième. 34
Remarque 2 : La hauteur thêta dénie ii est exatement la hauteur des thetanullwerte,image par le plongement thêta omplexe de l'origine de la variété abélienne. Les oordon-nées de Mumford modiées orrespondent essentiellement au plongement thêta omplexeave aratéristiques ; e fait est détaillé dans [DP02℄ p. 655 et p. 656 où on trouve laformule :
θab(τ, 2





(z).Remarque 3 : La hauteur thêta et la hauteur de Faltings stable sont des hauteursomparables au sens suivant. Expliitant un résultat de G. Faltings de 1983, J.-B. Bost etS. David montrent (voir par exemple [Rém99℄, dans lequel on prend r = 4 ave notre hoixde plongement thêta) qu'il existe une onstante M(g) > 0 telle que pour toute variétéabélienne A prinipalement polarisée :
∣∣∣h′st(A) − 2 hΘ(A)









max{1, hΘ(A)} + 2g2 log(4g)
)
.1.5 Trae arhimédienne et disriminantsOn dénit ii une quantité purement arhimédienne qui va rendre ompte des ontribu-tions aux plaes arhimédiennes de la hauteur d'une variété abélienne. On disute ensuitedes notions lassiques de disriminants pour les ourbes hyperelliptiques.Trae arhimédienneOn dénit ii une quantité qui rend ompte de la taille des ontributions arhimédiennespour la hauteur d'une variété. Elle est bien sûr omparable au membre de gauhe dansl'inégalité du matrix lemma donnée dans la remarque 5 i-avant.Dénition 1.5.1. Soit A/k une variété abélienne prinipalement polarisée sur un orpsde nombre k. On note M∞k l'ensemble des plaes arhimédiennes de k et dv = [kv : Qv].35




dv Tr(Im τv).Remarque 1 : A priori la trae arhimédienne ainsi dénie n'est pas tout à fait intrin-sèque. En eet le déterminant des matries Im τv peut être hoisi maximal pour l'ationde Sp(2g,Z) (au sens de la propriété S1 dans le paragraphe sur l'espae de Siegel) maisela ne xe pas forément la trae des Im τv. Pour une variété abélienne prinipalementpolarisée A, on hoisira toujours, parmi les τv qui maximisent le déterminant de Im τv, les
τv maximisant aussi la trae des matries Im τv.Remarque 2 : La quantité 1
d
Tr(A) est stable par extension du orps de base. On pourras'en onvainre en regardant le orollaire 2.8.4.Remarque 3 : Le lemme 2.1 p. 517 de [Dav93℄ ombiné à la démonstration du théorème3.4.9 permet d'obtenir une inégalité entre la trae arhimédienne et la somme des ontribu-tions arhimédiennes de la hauteur thêta. Notons Z l'ensemble des aratéristiques. Fixons












∣∣∣ ≤ c(g)|| Im τv||,et les détails de la preuve du théorème 3.4.9 fournissent, au moins lorsque τv est dans unsous-espae du domaine de Siegel Fg noté Gg,ε (exluant l'hypersurfae d'annulation de
θm0(τv, 0), voir la dénition préise en 3.4.8), une onstante c′(g) > 0 telle que :
− log
∣∣∣θm0(τv, 0)
∣∣∣ ≤ c′(g) Tr(Im τv).Ces deux inégalités fournissent, en sommant toutes les estimations et en majorantsimplement || Im τv|| par Tr(Im τv), une troisième onstante c′′(g) > 0 telle que, si τv ∈ Gg,εpour toute plae v arhimédienne :
h∞(A) ≤ c′′(g) Tr(A).36
DisriminantsDisriminant d'une ourbe hyperelliptiqueSoit C une ourbe hyperelliptique de genre g dénie sur un orps k, munie d'un point
P0 rationnel sur k (e point sera plaé à l'inni). On peut en donner un modèle ane :









.Le fait important est que e disriminant aratérise la mauvaise rédution du modèle(voir là aussi [Lo94℄) :
∆E = 0 ⇐⇒ E est singulier.Disriminant minimalSoit v une plae nie du orps k. Parmi tous les modèles hyperelliptiques entiers sur




pv(∆v)v .Une équation hyperelliptique dont le disriminant est le disriminant minimal globalsera appelée équation minimale globale. Il est parfois possible d'en trouver une, par exempledans le as où l'anneau des entiers de k est prinipal. On pourra se reporter à la proposition2.8 de [Lo94℄ ou à la proposition 2 de [Liu96℄. On trouve dans [Liu96℄ une étude pluspoussée sur les disriminants et disriminants minimaux, que l'on utilisera au hapitre2. On utilisera plutt les aluls de [Lo94℄ au hapitre 3, ainsi que dans un orollairedu hapitre 2. On notera souvent ∆min pour le disriminant minimal (lorsqu'il n'y a pasd'ambiguïté sur le orps).Remarque : Il serait intéressant d'obtenir une omparaison entre le logarithme de lanorme du disriminant d'une ourbe hyperelliptique C et la somme des ontributions auxplaes nies de la hauteur thêta hfini(Jac(C)).1.6 Additivité de l'énonéOn donne ii des informations onernant les produits de variétés abéliennes et les hoixde polarisations. 37




ĥA,D(P ) = ĥA1,D1(P1) + ĥA2,D2(P2),
hF(A/k) = hF(A1/k) + hF(A2/k).Toute information obtenue sur les variétés abéliennes simples aura don des onsé-quenes sur les variétés abéliennes omposées.PolarisationsOn va restreindre l'étude aux variétés abéliennes prinipalement polarisées. Il est sou-vent possible dans les travaux portant sur les variétés abéliennes d'étendre des résultatsobtenus sur les variétés abéliennes prinipalement polarisées aux variétés abéliennes mu-nies d'une polarisation quelonque. En eet pour toute variété abélienne A, le lemme deZarhin (dont on trouve une preuve dans [MB85b℄ p. 205) nous assure que A4 × Ǎ4, où Ǎest la variété abélienne duale de A, peut être munie d'une polarisation prinipale dont lediviseur assoié sera noté D.Dans l'étude de l'inégalité de Lang et Silverman, pour le membre de droite on a l'égalité
hF(A/k) = hF(Ǎ/k). Par ontre, pour un diviseur D1 ample sur A, il n'est pas évident dedéduire d'une minoration de ĥA,D1 d'une minoration de ĥA4×Ǎ4,D.On peut ependant utiliser le fait suivant : une variété abélienne polarisée est isogèneà une variété abélienne prinipalement polarisée (on pourra onsulter l'artile de Milnesur les variétés abéliennes dans l'ouvrage [CS86℄). On a la proposition suivante, qui sedémontre omme en 5.1.2 :Proposition 1. Soit g ≥ 2 un entier. Soient k un orps de nombres et v une plaearhimédienne de k. Soient (A,D)/k une variété abélienne polarisée de dimension g et
A′/k une variété abélienne prinipalement polarisée isogène à A. On note Φ : A −→ A′l'isogénie.Supposons que l'inégalité de Lang et Silverman soit vériée pour toute variété abélienneprinipalement polarisée. Alors il existe une onstante c1(k, g,Φ) > 0 telle que pour toutpoint P ∈ A(k) d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne :









Chapitre 2Minoration de la hauteur de Néron-Tatepour les variétés abéliennes dedimension 2
39
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IntrodutionCe hapitre est une étude de la situation en dimension 2 ; les variétés abéliennes dedimension 2 prinipalement polarisées sont, à isomorphisme près (voir [Wei57℄ p. 37 et lan de ette introdution), ou bien des produits (E1×E2,Θ) de deux ourbes elliptiques,ave Θ = E1×{O}+{O}×E2, ou bien des jaobiennes (Jac(C),Θ) de ourbes de genre 2,ave Θ = C. Dans le premier as on peut utiliser la minoration donnée dans le théorème deM. Hindry et J. Silverman rappelé dans l'introdution générale (théorème 1) ou un énonédérivé. Dans le seond on herhe à minorer la hauteur de Néron-Tate assoiée au diviseur
Θ = C.Nous allons mettre en plae une stratégie de minoration prohe de elle adoptée par M.Hindry et J. Silverman dans le as g = 1 en utilisant la déomposition de la hauteur deNéron-Tate en hauteurs loales. Ce qui rend ette démarhe possible en dimension 1 estl'existene de formules expliites et relativement manipulables pour es hauteurs loales.Bien qu'on ne dispose pas de formule dans le as général, on peut enore obtenir un énonéen dimension 2.Si A = Jac(C) est la jaobienne d'une ourbe de genre 2, ave C donnée par y2 = F (x)ave deg(F ) = 5, on note D = 28 disc(F ). Si A = E1 × E2 est un produit de ourbeselliptiques, on note D = ∆E1∆E2 le produit des disriminants minimaux de E1 et E2.De plus on note Tr(A) = ∑
v∈M∞k
dv Tr(Im τv) sa trae arhimédienne, où dv = [kv : Qv] et
τv est une matrie de périodes de F2 assoiée au tore omplexe :








Im τ12 ≥ ε > 0
Im τ1 ≥ max{1/ε,
√
3/2}









Im τ12 ≥ ε > 0
Im τ1 ≥ max{1/ε2, 31}
}
.On a bien sûr : G2,ε ⊂ F2,ε ⊂ F2.Ces deux ensembles visent en fait à exlure des voisinages tubulaires du lieu des pro-duits de ourbes elliptiques dans l'espae de module des variétés abéliennes prinipalementpolarisées de dimension 2. On fera attention à la ondition supplémentaire qui impose auxoeients diagonaux d'être d'autant plus grands que l'on souhaite s'approher du divi-seur exlu ; ei empêhe don de faire tendre ε vers 0. Les voisinages exlus seront don tubulaire-hyperbolique . 41
Le théorème prinipal obtenu est le suivant :Théorème 2.0.1. Soit k un orps de nombres. Soit ε un réel stritement positif. Soient
C/k un ourbe de genre 2 donnée dans le modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et A sajaobienne. On suppose que A vérie τv ∈ F2,ε pour toute plae v arhimédienne. Alors ilexiste une onstante c1(d) > 0 telle que pour tout point P ∈ A(k) d'ordre inni modulotoute sous-variété abélienne :
ĥA,Θ(P ) ≥ c1
(
Tr(A) − 63 logNk/Q(D)
)
.De plus si A est un produit de ourbes elliptiques on a la même inégalité en remplaçant 63par 1/7.Dans la première partie on ommene par déomposer la hauteur de Néron-Tate enhauteurs loales expliites. On s'inspire pour ela l'artile de E. V. Flynn et N. P. Smart[FS97℄. La deuxième partie est onsarée à la reherhe d'une première minoration deshauteurs loales : on utilise là enore la référene [FS97℄ que l'on prolonge légèrement. Latroisième partie donne une autre dénition de hauteur loale aux plaes arhimédiennes.On réunit les deux normalisations dans la quatrième. Après avoir eetué es minorationsplae par plae, on réunit es informations dans une inquième partie pour obtenir uneminoration globale. On propose dans la sixième partie une majoration de la hauteur deFaltings de la jaobienne d'une ourbe de genre 2. La septième partie regroupe des travauxparallèles sur les produits de ourbes elliptiques. Enn, on réunit les résultats des parties 5,6 et 7 dans une huitième partie regroupant trois orollaires : une minoration de la hauteurde Néron-Tate par la hauteur de Faltings, une borne sur la torsion des variétés abéliennesde dimension 2 et une borne sur le nombre de points rationnels d'une ourbe de genre 2.On obtient en partiulier :Théorème 2.0.2. Soit k un orps de nombres de degré d et soit ε un réel stritementpositif. Soient C/k une ourbe de genre 2 donnée par y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et Asa jaobienne. On suppose que τv ∈ G2,ε pour toute plae v arhimédienne et que l'on a
Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D). Alors il existe une onstante c = c(d) > 0 telle que pour tout point
P ∈ A(k) d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne, on a :
ĥA,2Θ(P ) ≥ c hF(A/k).Terminons ette introdution en redonnant brièvement l'argument permettant de dé-duire la struture des variétés abéliennes de dimension 2 prinipalement polarisées. Soit
(A,Θ) une telle variété. On a dim(Θ) = 1 et (Θ)(2) = 2! = 2 (par Riemann-Roh, ou bienla formule de Poinaré [LB92℄ p. 328). Si Θ est une ourbe C et j : C →֒ Jac(C) le plon-gement dans la jaobienne, on montre que j(C) + j(C) est birationnellement équivalent à
A, e qui n'est possible que si C est de genre 2 et A ≃ Jac(C). Si Θ = ∑Ci ave Ci desourbes, on a :
2 = (Θ)(2) =
∑
(Ci ·Cj),42
et haque terme de la somme est un entier naturel. On déduit alors que Θ est isomorpheà la somme de deux ourbes, qui de plus sont des translatées de sous-variétés abéliennesde A.2.1 Les hauteurs loales en dimension 2Les deux premiers paragraphes sont diretement issus de l'artile de E.V. Flynn et N.Smart [FS97℄. On en donne ii une reformulation un peu plus géométrique en omettant laplupart des preuves. Remarquons que l'artile original [FS97℄ est érit pour k = Q, maison peut tout utiliser, mutatis mutandis, sur un orps de nombres k. Cei est en fait déritdans les artiles de M.Stoll [Sto99℄ et [Sto02℄.2.1.1 Jaobienne et surfae de KummerOn se donne une ourbe C de genre 2 sur un orps de nombres k. On sait que C esthyperelliptique, elle possède don six points de Weierstrass, les points xes de l'involutionhyperelliptique. On fait l'hypothèse que l'un de es points, appelé P0, est rationnel sur k.On note cl pour la lasse rationnelle d'un diviseur. On dénit alors le plongement jaobiende la ourbe C dans sa jaobienne :
j : C →֒ Jac(C)
P 7→ cl
(
(P ) − (P0)
)
.On dénit alors Θ = j(C).Remarque : Ce hoix de P0 permet d'armer que :
P ∈ Θ ⇐⇒ −P ∈ Θ.E.V. Flynn et N. Smart expliitent dans l'artile [FS97℄ un hoix possible des fontionshauteurs loales lorsque A est la jaobienne d'une ourbe de genre 2. Nous suivrons pourela leur normalisation pour les hauteurs loales. Le diviseur qu'ils utilisent n'est pas ex-pliitement ité dans l'artile mais nous allons voir qu'il s'agit du diviseur D = 2Θ lorsquele modèle hyperelliptique est de degré 5. Soulignons que e hoix de diviseur est unique àtranslation par un point de 2-torsion près.Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe de genre 2. On peut identier lajaobienne Jac(C) au arré symétrique de la ourbe, Sym2(C), dans lequel il faut ontraterun diviseur (qui orrespond au diviseur exeptionnel d'un élatement d'un point de Jac(C)).Ce proédé est bien dérit dans [Mum75℄ p. 52. La surfae de KummerK est dénie ommele quotient Jac(C)/(±1). Elle se plonge dans P3. On a le diagramme :
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κ2ΘVoyons ela plus en détails : omme on a supposé que P0 est un point de Weierstrassrationnel sur k, on peut se donner un modèle hyperelliptique de la ourbe C entier sur kde degré impair, ave a5 6= 0 et sans raine multiple :




2 + a1x+ a0.Contrairement au modèle plus général de degré 6, il n'y a dans e modèle qu'un pointà l'inni : P0 = ∞. L'étude de [FS97℄ est menée en degré 6, le as quintique est plus simpleet inlus dans leur travail (il sut de prendre f6 = 0 dans leur notation).On note A = Jac(C) la jaobienne de C. L'involution hyperelliptique donnée sur laourbe C par i : (x, y) → (x,−y) induit la multipliation par [−1] sur A. On onsidèrele quotient de A par (±1). La surfae K est donnée par l'équation quartique homogènesuivante (donnée dans [Fly95℄ ou [CF96℄ p. 19 et reprise dans l'annexe 5.2.1) :
R(k1, k2, k3)k
2
4 + S(k1, k2, k3)k4 + T (k1, k2, k3) = 0.On peut donner les points de K par l'appliation :
κ : Sym2(C) −→ K ⊂ P3






































Le diviseur D′ sur Sym2(C) assoié à (k1 = 0) est donné par D′ = 2(C × {∞}). Cediviseur D′ s'envoie don via l'appliation π : Sym2(C) → Jac(C) sur le diviseur D = 2Θ.Choisissons alors un plongement k →֒v C. Les points omplexes de (Jac(C),Θ) formentun tore omplexe qu'on normalise ainsi : Jac(C)(C) ≃ Aτv(C) = C2/Z2 + τvZ2, ave τvune matrie obtenue en alulant les périodes de la surfae de Riemann ompate C(C).Le diviseur Θ(C) est alors identié à la ourbe C(C) →֒ Aτv(C).2.1.2 HauteursOn garde le adre préédent et on dénit suivant [FS97℄ les hauteurs naïve et anoniqued'un point P = (P1, P2) ∈ A(k). On va normaliser le point projetifKP en xant la premièreoordonnée non nulle omme étant égale à 1 ('est la normalisation hoisie dans [FS97℄).On peut don dénir la hauteur naïve omme étant :





(|ki|v),et la hauteur anonique assoiée :




,où on note K[2n]P l'image sur la surfae de Kummer de la multipliation par [2n] d'un point










.La hauteur loale naïve en une plae v est dénie par :
λ2Θ,v : (k1, k2, k3, k4) 7−→ log max
i∈{1,..,4}
(|ki|v).45
Remarque : Cette onstrution doit être vue omme l'analogue de la hauteur loale surune ourbe elliptique λv(P ) = log |x(P )|v, où x(P ) est la oordonnée d'un point P dansun modèle de Weierstrass.Calulons alors :
λ2Θ,v(K[2]P ) − 4λ2Θ,v(KP ) = log
maxi∈{1,..,4}(|ki([2]P )|v)
maxi∈{1,..,4}(|ki(P )|4v)
= − log |δ1(KP )|v + log
maxi∈{1,..,4}(|δi(KP )|v)
maxi∈{1,..,4}(|ki(P )|4v)













.Remarque : Cette quantité µ2Θ,v(KP ) ne dépend pas de la normalisation du pointprojetif. Il est intéressant de remarquer que la preuve du lemme 3 de [FS97℄ utilise unenormalisation diérente du reste de l'artile.Alors on dénit la hauteur loale anonique :
λ̂2Θ,v(P ) = λ2Θ,v(KP ) + µ2Θ,v(KP ).Lorsque K[2]P est lui aussi hors du support du diviseur 2Θ, ette hauteur loale ano-nique vérie l'équation fontionnelle :





nvλ̂2Θ,v(P ).2.2 Premières minorationsOn montre dans ette partie pourquoi la normalisation des hauteurs loales présentéedans la partie préédente pose des problèmes lorsqu'on herhe à minorer es fontions. Lepremier paragraphe, onernant les plaes nies, sera utile dans toute la suite, elui sur lesplaes arhimédiennes n'est inlus ii que pour justier les travaux de la partie suivante.46






2 + a1x+ a0 = F (x),et on déompose F (quitte à augmenter le orps de nombres k, e qui n'aetera pas lealul nal) en un produit de polynmes de degré 2 (dont les oeients sont des entiersalgébriques) :
y2 = P (x)Q(x)R(x) = (f1x
2 + g1x+ h1)(f2x
2 + g2x+ h2)(f3x












b1 = Res(P,Q) Res(P,R)
b2 = Res(Q,P ) Res(Q,R)
b3 = Res(R,P ) Res(R,Q).On a alors :
disc(F ) = disc(P ) disc(Q) disc(R) Res(Q,R)2 Res(R,P )2 Res(P,Q)2
= disc(P ) disc(Q) disc(R)b1b2b3.On notera que le disriminant disc(F ) est nul modulo une plae v nie si et seulement sila rédution de F modulo v en admet une raine double, don aux plaes où le modèle estsingulier. Il faut ependant prendre des préautions ave les plaes divisant 2 ; on peut, ensuivant [Lo94℄, orriger le disriminant de telle sorte qu'il tienne ompte de la rédutionen 2. 47
Soit Ĉ la ourbe isogène à C via la orrespondane de Rihelot (voir [FS97℄ et [BM88℄).La ourbe Ĉ est donnée par l'équation :
∆PQRy




P̂ (X) := [Q,R](X) = (Q′R−QR′)(X)
Q̂(X) := [R,P ](X) = (R′P − RP ′)(X)
R̂(X) := [P,Q](X) = (P ′Q− PQ′)(X).On a : P̂ (X) = (f2g3 − f3g2)X2 + 2(f2h3 − f3h2)X + (g2h3 − g3h2).On dénit une appliation sur les matries : s : (mi,j)i,j → (m2i,j)i,j.La multipliation par [2] sur la surfae de Kummer assoiée à C s'expliite alors en :




































∆ ∗ ∗ ∗
0 g3h2 − g2h3 f3h2 − f2h3 f3g2 − f2g3
0 g1h3 − g3h1 f1h3 − f3h1 f1g3 − f3g1
0 g2h1 − g1h2 f2h1 − f1h2 f2g1 − f1g2

 .Puis :




2∆ ∗ ∗ ∗
0 ∆ 0 0
0 0 ∆ 0





1 0 0 0
0 −f1 −f2 −f3
0 g1 g2 g3


































 .On donne nalement :
W1 := UV̂ =


1 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

 V̂ .48
On note pour une plae v de k : ||(ai,j)||v = max{|ai,j|v}. Pour une plae nie v onnotera Nk/Q(v) la norme de l'idéal de Ok assoié à v et pour un idéal a on dénit ordv(a)l'exposant de l'idéal assoié à v dans la déomposition de a en idéaux premiers. On posealors pour i ∈ {1, 2, 3} :
Nk/Q(v)
wi(v) := ||W−1i ||v.MinorationsCe paragraphe permet d'obtenir une minoration des hauteurs loales aux plaes niesen utilisant des aluls élémentaires. Mise en garde pour le leteur : il existe un résultat deM.Stoll dans [Sto99℄ qui permet d'obtenir un peu mieux au niveau des onstantes que eluiprésenté ii, mais faisant appel à une preuve plus diile. Le résultat déduit des travauxde M.Stoll est donné à la n du paragraphe, proposition 2.2.6, et sera bien entendu eluiutilisé dans la suite du texte.On s'intéresse aux hauteurs loales assoiées à une plae nie v du orps k, la plae
v étant au-dessus d'un nombre premier p. D'après l'artile de E. V. Flynn et N. P. Smart([FS97℄) la hauteur loale se déompose en deux parties notées λ2Θ,v et µ2Θ,v que l'on alulesur la variété de Kummer issue de la jaobienne onsidérée. Plus préisément pour un point















.Alors par le lemme 3 p. 338 de [FS97℄ (établi pour k = Q mais valable pour uneextension nie) :
Nk/Q(v)
−(w1(v) + 2w2(v) + 4w3(v)) ≤ Ev(KP ) ≤ 1.On a don :
0 ≥ µ2Θ,v(KP ) ≥ −
+∞∑
n=0
(w1(v) + 2w2(v) + 4w3(v))
4n+1
log Nk/Q(v),don :
0 ≥ µ2Θ,v(KP ) ≥
−(w1(v) + 2w2(v) + 4w3(v))
3






























































.Lemme 2.2.2. On a la formule :
∆̂PQR = 2∆
2
PQR,et en utilisant les relations :
{
disc([Q,R]) = 4 Res(Q,R)
Res([Q,R], [R,P ]) = ∆2PQR disc(R),on obtient :
disc(F̂ ) = 26∆12PQR disc(F )
2
(
Res(Q,R) Res(R,P ) Res(P,Q)
)−3




(g3h2 − g2h3) 2(f3h2 − f2h3) (f3g2 − f2g3)
(g1h3 − g3h1) 2(f1h3 − f3h1) (f1g3 − f3g1)
(g2h1 − g1h2) 2(f2h1 − f1h2) (f2g1 − f1g2)














 .La matrie M est de déterminant ∆PQR. Or en prenant le déterminant de la formule
t com(M)M = det(M)I3 on obtient l'égalité det(com(M)) = det(M)2. Pour le alul dudisriminant, il sut d'utiliser les relations :
disc(F ) = disc(P ) disc(Q) disc(R)b1b2b3,
disc(F̂ ) = disc(P̂ ) disc(Q̂) disc(R̂)̂b1b̂2b̂3.En utilisant les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 on obtient :Proposition 2.2.3. On a les majorations :
w1(v) ≤ 16 ordv(2) + 10 ordv(∆PQR),
w2(v) ≤ 12 ordv(2) + 14 ordv(∆PQR) + 12 ordv(disc(F )),
w3(v) ≤ 4 ordv(2) + 3 ordv(∆PQR) + 12 ordv(disc(F ))et :




∣∣∣ (P,Q,R) ∈ F
}
,où le symbole pgcd est pris omme étant le produit des idéaux ave les plus petitespuissanes dans la déomposition en idéaux premiers.Proposition 2.2.5. La hauteur loale aux plaes nies peut être minorée de la façonsuivante (pour P hors du support du diviseur) :
λ̂2Θ,v(P ) ≥ −
(




Démonstration. Il sut d'utiliser les inégalités préédentes et de remarquer que le membrede gauhe ne dépend pas de la déomposition F = PQR. On peut don toujours hoisir ladéomposition donnant le plus petit ordre ordv(∆PQR) en haque plae nie v.Remarque : La méthode utilisée ii est élémentaire mais pas assez ne pour éviterle terme en  ∆  provenant de la orrespondane de Rihelot sur la ourbe de genre 2étudiée. On n'ajoute ependant pas de  mauvaises plaes  ar d'après le lemme 2 de[FS97℄ p. 336 si ∆̃ = 0 alors la ourbe a au moins un point double (la réiproque n'est pasvraie en général). On sait don qu'il existe une onstante c telle que ∆̃|(disc(F ))c. On peutependant faire mieux :Proposition 2.2.6. La hauteur loale aux plaes nies peut être minorée de la façonsuivante (pour P hors du support du diviseur Θ) :




4 ordv(2) + ordv(disc(F ))
)





.Cei donne diretement l'amélioration souhaitée par rapport au théorème 2.2.5. Remar-quons qu'il est possible d'utiliser e résultat de Stoll (érit pour des sextiques) en prenantl'un des oeients βj égal à 0 dans son paragraphe 3. Cela induit les mêmes hange-ments que pour les travaux de V. Flynn puisqu'il utilise le même plongement et les mêmesmatries agissant sur P3.2.2.2 Minorations loales aux plaes arhimédiennesDans un premier temps, on propose une minoration de la hauteur loale arhimédiennedénie omme préédemment, i.e. omme dans l'artile [FS97℄. On se donne un modèlehyperelliptique entier du type (ave f1 = 0 par exemple) :
y2 = P (x)Q(x)R(x) = (f1x
2 + g1x+ h1)(f2x
2 + g2x+ h2)(f3x
2 + g3x+ h3).On pose alors :





.Posons de plus pour M = (mi,j) une matrie arrée de taille n à oeients dans k :
hv(M) := log max
(i,j)
|mi,j |v + log(n).En gardant les mêmes notations que dans la partie préédente on a alors le lemme :52
Lemme 2.2.7. Un alul diret donne :
hv(W
−1
1 ) ≤ 39 log 2 + 13 log 3 + 54hv(P,Q,R),
hv(W
−1
2 ) ≤ 35 log 2 + 13 log 3 + 57hv(P,Q,R),
hv(W
−1
3 ) ≤ − log 2 + log 3 + 12hv(P,Q,R).Nous serons amenés par la suite à nous servir du lemme suivant :Lemme 2.2.8. Soit S un diviseur du polynme T dans C[X], ave deg(T ) ≥ deg(S) ≥ 1et de oeient dominant plus petit en module que le oeient dominant de T . Alors ona :
||S||∞ ≤ 2deg S(deg T + 1)
1


















(X − αi)On a M(T ) = |U(0)| ≤ ||U ||2 = ||T ||2. De plus les relations oeients-raines pour lepolynme T =∑ni=0 aiX i donnent :
|ai| ≤ Cin|an| max
j1<...<ji
|αj1...αji| ≤ CinM(T ),e qui implique : ||T ||2 ≤ 2deg TM(T ).On a alors en appliquant es inégalités à S et T :
||S||2 ≤ 2deg SM(S) ≤ 2deg SM(T ) ≤ 2deg S||T ||2.Il sut ensuite d'utiliser la omparaison lassique : ||T ||2 ≤ (deg T + 1) 12 ||T ||∞.On a alors la minoration :Proposition 2.2.9. La hauteur loale en une plae v arhimédienne peut être minorée dela façon suivante, pour P un point hors du support du diviseur 2Θ :
λ̂2Θ,v(P ) ≥ −(143 log 2 + 51 log 3) − 72hv(F ).53
Démonstration. On a, en utilisant l'expression de la multipliation par [2] sur la surfaede Kummer :
log max
1≤i≤4
|δ(KP )i|v ≥ 4 log max
1≤i≤4





− 4hv(W−13 ) − 2hv(W−12 ) − hv(W−11 )
)
.Il sut ensuite d'utiliser le lemme 2.2.7 pour obtenir :
λ̂2Θ,v(P ) ≥ −(35 log 2 + 15 log 3) − 72hv(P,Q,R).A partir de là on applique le lemme 2.2.8 aux polynmes P,Q,R diviseurs du polynme
F , on obtient :
hv(P,Q,R) ≤ 2 log 2 +
1
2
log 6 + hv(F ).On voit ainsi que la dénition des hauteurs loales arhimédiennes normalisées λ̂2Θ,vdans l'artile [FS97℄ ne permet pas d'en donner une minoration expliite apportant uneontribution positive lors de la minoration plae à plae. On va don proposer dans unpremier temps une autre dénition de la hauteur loale anonique assoiée au diviseur Θpuis étudier le lien entre es deux dénitions.2.3 Une autre hauteur loale arhimédienneOn donne dans ette partie une autre normalisation des hauteurs loales arhimé-diennes, grâe à l'utilisation des fontions thêta. Ce lien est donné par A. Néron, voirpar exemple l'artile fondateur [Nér65℄ p.329.2.3.1 DénitionOn ommene e paragraphe par rappeler la dénition des fontions thêta : soient









t(n+ a)τ(n + a) + t(n + a)(Z + b)
)
,où a, b ∈ 1
2
Z2/Z2 forment le veteur aratéristique de la fontion thêta.Tout veteur omplexe peut se déomposer en Z = X + τY ave X, Y ∈ R2.54
Le théorème de Riemann (voir par exemple [LB92℄ p. 330) montre que les points om-plexes du diviseur Θ sont les zéros d'une fontion thêta ave aratéristique (la aratéris-tique xant le point de torsion par lequel il faut éventuellement translater, voir par exemple[Mum75℄ p. 60 et p. 69 et [Mum83℄ p. 164).En se reportant à l'analyse menée dans [Mum83℄ p. 164 et [Mum84℄ p. 3.80-82, on peutidentier le veteur aratéristique omme étant [a, b] = [1/2, 1/2, 1, 1/2]. C'est aussi lehoix qui est fait dans [Yos98℄. Il est de plus équivalent de prendre la troisième oordonnéeégale à zéro.Fixons alors [a, b] = [1/2, 1/2, 0, 1/2]. Cette aratéristique est impaire, la fontionthêta onsidérée vérie en partiulier θa,b(0) = 0. On appelle Θ = Θ(C) son diviseur ; ilontient O dans son support.Soit k un orps de nombres. Soient C/k une ourbe de genre 2 et A = Jac(C) sajaobienne, polarisée par Θ. Soit v une plae arhimédienne et soit τv l'élément de F2orrespondant à (A(k̄v),Θ). On peut alors donner la dénition suivante :Proposition-Dénition 2.3.1. A une ontante près, la hauteur loale assoiée au diviseur
Θ pour la plae v ∈Mk arhimédienne peut s'exprimer omme suit, pour tout point P horsdu support du diviseur Θ et toute oordonnée omplexe de P notée Z(P ) :








.On peut trouver ette idée d'ériture de la hauteur loale dans l'artile [Nér65℄, p. 329.Cette fontion est bien une fontion sur le tore, on a orrigé la fontion thêta de telle sortequ'elle soit Z2 + τvZ2-périodique. Elle vérie de plus l'équation fontionnelle :
ΛΘ,v([2]P ) − 4ΛΘ,v(P ) = − log
|θa,b(2Z(P ))|v
|θa,b(Z(P ))|4v
= v(f(P )),ave div(f) = [2]∗Θ − 4Θ.2.3.2 Evolution du diviseur en dimension 2Le but de e paragraphe est de préiser la nature du diviseur Θ en dimension 2. Lepassage d'une variété abélienne prinipalement polarisée simple à un produit de ourbeselliptiques (prinipalement polarisé) fait varier ertaines propriétés arithmétiques du divi-seur (au regard de la torsion par exemple) dont on se sert dans la suite, d'où l'importanedes remarques faites ii.On note la matrie de période : τ = [ τ1 τ12
τ12 τ2
]
.On sait d'après les travaux de [Igu62℄ p. 178 et [Wei57℄ que dans le domaine de Siegel
F2, seules les matries τ dont le terme non diagonal τ12 est nul représentent des produitsde ourbes elliptiques prinipalement polarisés. On s'intéresse ii à l'évolution du diviseur55
Θ d'une variété abélienne simple prinipalement polarisée de dimension 2 lorsque τ12 tendvers 0.Nous avons xé le diviseur en xant le veteur aratéristique [a, b] = [a1, a2, b1, b2] dela fontion θab. Soit Z = (z1, z2) un élément de C2. Observons alors lorsque τ12 → 0 :
θτ, [a1, a2, b1, b2]

















taτa + taZ + tab)





















.On sait don que, lorsque τ12 tend vers 0, les hoix faits ii imposent au diviseur Θla forme E1×{O} + {P1}×E2, où P1 est le point de 2-torsion dont la oordonnée dans
C/Z + τ1Z est 12 .2.4 Diérenes de hauteurs loalesOn montre dans ette partie omment tirer parti à la fois des informations aux plaesnies issues de la normalisation des hauteurs loales au sens de Flynn-Smart (donnée dansle paragraphe 2.1.2) et des aluls menés sur les fontions thêta.
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2.4.1 Disussion autour de la torsionOn va à présent omparer les hauteurs loales anoniques assoiées aux diviseurs Θ et
2Θ. On rappelle la notation AD(k) = A(k)\D(k).Proposition 2.4.1. Soit v une plae arhimédienne. Soit λ̂2Θ,v la hauteur loale anoniquenormalisée au sens de Flynn-Smart et dénie dans la partie 2.1.2. Soit ΛΘ,v la hauteurloale arhimédienne dénie en 2.3.1. Il existe une onstante C∞,v telle que :
∀P ∈ AΘ(k), λ̂2Θ,v(P ) = 2ΛΘ,v(P ) + C∞,v.Démonstration. C'est en fait un simple orollaire du théorème 1.2.1.Pour obtenir une minoration de la hauteur loale arhimédienne normalisée ommedans la partie 2.1.2, il sura don de minorer la hauteur loale arhimédienne ΛΘ,v et laonstante C∞,v. Nous allons estimer ette onstante en partiularisant l'équation donnéedans la proposition 2.4.1 en des points de torsion. Il faut ependant s'assurer que les pointsne sont pas sur le diviseur Θ.Nous allons utiliser le fait suivant :Proposition 2.4.2. (Boxall, Grant) Soit Jac(C)/k une jaobienne de dimension 2 sur unorps quelonque, simple et polarisée par le diviseur Θ = C. Alors auun point d'ordre 3n'est sur le diviseur Θ.Démonstration. On reprend ii la preuve de la proposition 1.5 de [BG00℄. Une deuxièmepreuve de ette proposition gure en orollaire du lemme de zéros 2.5.1.Soit Div(2)(C) l'ensemble des diviseurs eetifs de degré 2 sur C, déni sur k̄. Soit
D̃ l'ensemble des diviseurs anoniques dans Div(2)(C). La ourbe C étant une ourbehyperelliptique, si on note ι l'involution hyperelliptique on a D̃ = {ξ + ι(ξ)|ξ ∈ C}.Soit Q un point de Weierstrass de C. On note jQ l'appliation :
jQ : Div
(2)(C) −→ Jac(C)(k̄)dénie par jQ(a+ b) = cl(a+ b− 2Q). Par le théorème d'Abel-Jaobi, on sait que etteappliation est une bijetion entre Div(2)(C)\D̃ et Jac(C)\{O} et que jQ(D̃) = O.Le diviseur Θ est alors l'image de C par l'appliation π : a 7−→ jQ(a+Q).Sahant ela supposons que P ∈ Θ et [3]P ∈ Θ. Il existe don ξ ∈ C et η ∈ C tels que :
P = jQ(ξ +Q) et [3]P = jQ(η +Q). En partant de la relation P + P = [3]P − P on a que
2ξ − 2Q est linéairement équivalent à η−Q+ ι(ξ)−Q, soit 2ξ est linéairement équivalentà η + ι(ξ). La bijetivité de jQ impose don 2ξ ∈ D̃, don ξ = ι(ξ), don [2]P = 0.57
Don si un point est d'ordre exatement 3, omme [3]P = O ∈ Θ, il ne saurait être luiaussi sur Θ.Remarque importante : La situation est omplètement diérente sur un produit deourbes elliptiques E1 × E2 polarisé par E1 × {O} + {P1} × E2, où P1 est un point de
2-torsion non nul. En eet les points de la forme (R,O), ave 3R = O, sont des points de
3-torsion qui sont sur le diviseur. Quitte à étendre un peu le orps, il y a don 9 points de
3-torsion sur les produits de ourbes elliptiques ainsi polarisés.Revenons aux variétés abéliennes simples en dimension 2. Nous pouvons nous baser surla dernière proposition et utiliser les points de 3-torsion dans l'étude de la onstante denormalisation des hauteurs loales. Reprenons, pour tout point P ∈ AΘ(k) :
λ̂2Θ,v(P ) = 2ΛΘ,v(P ) + C∞,v.En partiularisant ette égalité pour R un point de 3-torsion non nul nous obtenons :
C∞,v = λ̂2Θ,v(R) − 2ΛΘ,v(R),e qui implique don que pour tout point P ∈ AΘ(k) et tout point R d'ordre 3 ladiérene est onstante (on n'utilise que le fait que R /∈ Θ pour l'instant) :


















2ΛΘ,v([n]P ) − 2ΛΘ,v(R)
)




























































.Démonstration. On note v(f(P )) = − log |f(P )|v. Il sut de partir de l'équation fontion-nelle xant la hauteur loale :
λ̂2Θ,v([2]R) − 4λ̂2Θ,v(R) = v(f(R)).59
Comme R est un point de 3-torsion non nul, on a [2]R = −R. De plus le diviseur Θ estsymétrique et déni grâe à un point de Weierstrass don la hauteur loale est paire, equi implique :
−3λ̂2Θ,v(R) = v(f(R)),d'où le résultat, en notant que dans la normalisation 2.1.2, f(P ) = δ1(KP ).On peut en fait déduire de l'équation fontionnelle une formule lose pour la hauteurloale de tout point de torsion dont auun itéré par la multipliation par [2] ne tombe surle diviseur Θ. On a don la généralisation suivante :Lemme 2.4.5. Soit Q un point de m-torsion dont tous les itérés par la multipliation par















v(f([2α+i]Q)).Démonstration. Soit Q un point de m-torsion vériant les hypothèses de l'énoné. Par lethéorème d'Euler on sait que :
2φ(m
′) ≡ 1 (mod m′).Repartons de l'équation fontionnelle :
























































v(f([2α+i]Q)).Remarque : On peut retrouver notre formule pour les points de 3-torsion : un point de















v(f(R)).On va alors se servir de e lemme pour démontrer la proposition suivante :Proposition 2.4.6. Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe de genre 2. On sedonne un modèle hyperelliptique y2 = F (x). Soit Jac(C) sa jaobienne, simple et prinipa-lement polarisée. Soit R un point de 3-torsion non nul. Soit v une plae nie pour laquellele modèle de C a bonne rédution. Alors la hauteur loale assoiée à v et normalisée ommeen 2.1.2 vérie :
λ̂2Θ,v(R) ≤ 0.Démonstration. On utilise sans rappel les notations de la partie 2.2.1. Reprenons la relationvériée par les points R de 3-torsion sur la surfae de Kummer :



















|δ1(KR)|v ≤ ||KR||3v.Or en utilisant le théorème de Boxall-Grant sur la variété réduite en v, omme laourbe a bonne rédution en v on sait que R n'est pas sur le diviseur Θ réduit en v. Or






D36.Démonstration. On sait que si D 6= 0, la ourbe C est lisse et les points d'ordre exatement3 de Jac(C) ne sont pas sur le support du diviseur Θ. Cei implique que −R = [2]R n'estpas sur le support de Θ, don δ1(R) 6= 0 pour tout point d'ordre 3.En ontraposant on obtient l'impliation : (δ1(R) = 0)⇒ (D = 0).On sait de plus que δ1(KR) ∈ Z[k1, ..., k4][a0, ..., a5] et le degré total en les ai est 3. Ledegré total en les ki est 4. Soit L = Q(a0, ..., a5). Les ki étant les oordonnées des pointsd'ordre 3 e sont des éléments algébriques sur L. On sait de plus que [L[A[3]] : L] ≤ 316.Posons :
Q(a0, ..., a5) =
∏
R∈A[3]\{O}
δ1(KR).L'ensemble A[3]\{O} est stable sous l'ation du groupe de Galois Gal(L̄/L). On peuten déduire que Q ∈ Q(a0, ..., a5). Or Q est une fontion sans ple : 'est don un polynme.On en déduit que Q(a0, ..., a5) ∈ Q[a0, ..., a5].D'autre part on a D ∈ Z[a0, ..., a5] et D est irrédutible. Cei permet de dire qu'il existedes onstantes universelle c0 ∈ Q et d0 ∈ N telles que :
Q = c0D
d0.62
Dans un deuxième temps on herhe à expliiter les onstantes c0 et d0. Il sut pourela de mener le alul omplet dans un as partiulier. Nous allons hoisir l'équation
y2 = x5 − 1. On pose F (x) = x5 − 1. On a don disc(F ) = 3125 = 55.On va aluler les oordonnées KR des points R d'ordre 3 exatement pour et exemplepartiulier. On note KR = (1, k2, k3, k4) la oordonnée normalisée. Ces points vérientl'équation :










δ2 − k2δ1 = 0,
δ3 − k3δ1 = 0,
δ4 − k4δ1 = 0,
δ0 = 0.On utilise alors les formules de dupliation sur la surfae de Kummer données en annexe,dans lequelles on spéialise ainsi : a6 = 0, a5 = 1, a4 = a3 = a2 = a1 = 0, a0 = −1 et
k1 = 1. A partir de là, on s'est ramené au problème de la reherhe de raines ommunesà quatre polynmes xés dépendant de trois variables k2, k3 et k4.On peut résoudre e système en utilisant une tehnique de résultants : on prend lerésultant des deux premiers polynmes par rapport à la première variable, puis le résultantdu résultat ave le troisième polynme par rapport à la deuxième variable et un dernierrésultant en fontion de la dernière variable. On fait ela dans tous les ordres possibles.Cei donne des valeurs possibles pour la dernière variable, on remonte ensuite les alulset on vérie a posteriori que les oordonnées andidates sont bien des solutions des quatreéquations de départ. Une fois les oordonnées trouvées, le alul de δ1 est diret.Les aluls ont été menés omplètement en utilisant le logiiel PARI. Le résultat est lesuivant :
Q(1, 0, 0, 0, 0,−1) = 22883−245180.Cei fournit, puisqu'on a D = 28 disc(F ) = 2855, les valeurs c0 = 3−24 et d0 = 36.Proposition 2.4.8. Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe de genre 2. Onse donne un modèle hyperelliptique y2 = F (x). On pose D = 28 disc(F ). Soit Jac(C)63





dvλ̂2Θ,v(R) ≤ 36 logNk/Q(D) − 24 log 3.Démonstration. Il sut de onjuguer la proposition 2.4.6, le lemme 2.4.7 et le lemme 2.4.4.2.4.3 Estimation aux plaes arhimédiennesMinoration de ΛΘ,v(P )On veut dans ette sous-partie minorer la hauteur loale arhimédienne dénie pour
P ∈ AΘ(C) par :





t ImZ(Im τ)−1 ImZ
)
,où on a xé [a, b] = [1/2, 1/2, 0, 1/2]. Pour tout veteur x = [x1, x2] ∈ R2, on dénitla quantité d(x,Z2) := min{d(x1,Z), d(x2,Z)}. Nous allons montrer dans e paragraphe laproposition :Proposition 2.4.9. Soit C/k une ourbe de genre 2 et soit v une plae arhimédienne.Soit P un point de Jac(C)(k̄v) ∼= C2/(Z2 + τvZ2) hors du support du diviseur Θ. On note
Z = X + τvY une oordonnée de P , ave Y = [y1, y2]. On dénit la norme de veteur
||(X, Y )|| = max{|x1|, |x2|, |y1|, |y2|}. Alors la hauteur loale arhimédienne ΛΘ,v peut êtreminorée de la façon suivante, dès que ||(X, Y )|| ≤ 1
2
:









||(X, Y )|| − logC3(Y ),où l'on peut prendre :



















 .Remarque :On a la majoration C3(Y ) ≤ 239, 2 pour yi ≤ 1/2.64
Démonstration. On notera tout au long de la preuve : τ = τv. Calulons, pour Z = X+τY ,ave X et Y des veteurs de R2 :
t ImZ(Im τ)−1 ImZ = t Im(τY )(Im τ)−1 Im(τY ) = tY Im τY.Posons :




t(n + a)τ(n + a) + t(n+ a)τY + t(n+ a)(X + b)
)
,et :
g(X, Y ) := θa,b(X + τY ) =
∑
n∈Z2
eζn(X, Y ).On veut don majorer la quantité : |g(X, Y )|e−π tY Im τY .Tout d'abord par l'inégalité des aroissements nis, ave ||(X, Y )|| = sup{|x1|, |x2|, |y1|, |y2|}et |||.||| la norme subordonnée :






||(X, Y ) − (0, 0)||.don omme g(0, 0) = θa,b(0) = 0 :






||(X, Y )||.On a alors en érivant [X, Y ] = [x1, x2, y1, y2] :
∂g
∂x1





























































eζn(X, Y ).De plus : 65
Re(ζn(Xu, Y u)) = −π t(n+ a) Im τ(n + a) − 2π t(n+ a) Im τY u
= −π t(n+ a + Y u) Im τ(n + a+ Y u) + πu2 tY Im τY.On obtient alors pour tout veteur (X, Y ) non nul :
|g(X, Y )|









































.On obtient ainsi :
|g(X, Y )|e−π
tY Im τY



































t(n+ a+ Y u) Im τ(n + a+ Y u)
]
.Nous montrons à présent une batterie de lemmes analytiques utiles pour terminer etteestimation :Lemme 2.4.10. Pour toute matrie τ ∈ F2 on a la minoration pour tout veteur réel
R = [R1, R2] ∈ R2 :
tR Im τR ≥ (Im τ1 − Im τ12)R21 + (Im τ2 − Im τ12)R22.Démonstration. Il sut de développer la forme quadratique et d'érire :66
tR Im τR = R21 Im τ1 +R
2
2 Im τ2 + 2R1R2 Im τ12
≥ R21 Im τ1 +R22 Im τ2 − (R21 +R22) Im τ12



































































































dx+ e−α(n0 + β)
2






































































.Démonstration. On mène ii une omparaison série-intégrale pour la fontion f donnéepar f(x) = |x + 1
2
|e−α(x+β)2 . Il y a ii trois hangements de sens de variation. On notera





−β − 1/2 −
√




−β − 1/2 +
√






























































































































2 + 4N2 + 4
2
=
(N2 −N1)2 + 2N1N2 + 4N2 + 4
2




2 + 2(N2 −N1) + 2
2
=




























.Il sut alors de réunir les majorations des termes A,B,C pour obtenir le lemme.Lemme 2.4.14. On rappelle d(a + Y,Z2) = min{d(1
2
+ y1,Z), d(12 + y2,Z)}. On supposeque ||(X, Y )|| ≤ 1
2







t(n+ a+ Y u) Im τ(n+ a + Y u) ≤ C2(yi)e−π(Tr(Im τ) − 2 Im τ12)d(a+ Y,Z



















Démonstration. On applique suessivement les lemmes 2.4.10, 2.4.12 et 2.4.13 en spéia-lisant α = π(Im τi − Im τ12) et β = 12 + uyi (ave u ∈ [0, 1]) pour i ∈ {1, 2}. Le maximumsur u est atteint, pour le majorant, en u = 1, ar |yi| ≤ 12 .On utilise alors le lemme 2.4.14 dans la majoration (∗) :
|g(X, Y )|e−π
tY Im τY
2π||(X, Y )|| ≤ (1 + |τ1| + |τ12|)C2(y1)e








,don on obtient en notant C2(Y ) := max{C2(y1), C2(y2)} :
|g(X, Y )|e−π
tY Im τY
2π||(X, Y )|| ≤ (2 + |τ1| + |τ2| + 2|τ12|)C2(Y )e
−π(Tr(Im τ) − 2 Im τ12)d(a+ Y,Z2)2 .En prenant l'opposé du logarithme de ette dernière inégalité il vient nalement :70
ΛΘ,v(P ) ≥ π(Tr(Im τ) − 2 Im τ12)d(a+ Y,Z2)2 − log(2 + |τ1| + |τ2| + 2|τ12|)
+ log
1
||(X, Y )|| − log 2πC2(Y ),De plus, en utilisant |τi| ≤ 12 +Im τi et |τ12| ≤ 12 + 12 Im τi pour i = 1 et i = 2 on obtient :







.Cei ahève la preuve de la proposition 2.4.9.Majoration de ΛΘ,v(R)Proposition 2.4.15. Soit ε un réel stritement positif. Soit A/k une variété abéliennesimple de dimension 2, prinipalement polarisée. Soit v une plae arhimédienne du orps
k. Soit T3 l'ensemble des points d'ordre 3 exatement. Supposons que Im τ12,v ≥ ε > 0,
Im τ2,v ≥ 31 et que Im τ1,v ≥ max{√32 , 1ε}. Alors la somme des hauteurs loales des pointsde T3 est majorée :
∑
R∈T3







.Démonstration. Soit v une plae arhimédienne du orps de nombres k. On érira τ = τvdans le ours de la preuve. Erivons l'expression de ΛΘ,v :
















t(n+ a)τ(n + a) + t(n + a)(Z + b)
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(0, 0, 0, 0)
}71



















































Notons n = (n1, n2) et C = {(0, 0), (0,−1), (−1, 0), (−1,−1)}. On ommene à minoreren appliquant l'inégalité triangulaire :
∣∣∣θa,b(Z(R))










e−π(ImQ(n1, n2) + ImL(n1, n2)).On va à présent étudier plus en détails les termes A(R) et B(R).An de mieux visualiser la stratégie d'étude de la série thêta on peut se reporter àla gure i-après. La somme A(R) est onstituée des 4 points de plus grand module : esont les points en noir, dont les oordonnées sont dans C. Ce terme A(R) est la lef de laminoration : lorsqu'on s'approhe du diviseur Θ, il va avoir tendane à être petit, et 'està e moment qu'on a besoin d'introduite la quantiation en ε. On va ensuite diviser B(R)en trois moreaux :

























































































































−2a1 + 2a2 + 3
6
]









































(a4τ2 + a3τ12 + a2))∣∣∣On va herher à estimer e module en fontion des valeurs de R. Il y a a priori 80 alulsà mener ; en utilisant le fait que ΛΘ,v(R) = ΛΘ,v([2]R) on va se ramener à l'analyse de 40points. Le fait que les valeurs de a1 et a2 n'inuent pas sur le module d'un terme seul permetde restreindre l'étude à 10 aluls. On regroupe les résultats dans le tableau suivant, danslequel la première olonne donne les oordonnées de R (ave ai ∈ {0, 1, 2}) et la dernièreolonne représente le nombre de points de 3-torsion R pour lesquels la minoration de Ã(R)est valable. On rappelle la majoration ruiale : |Re τ12| ≤ 1/2.
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a1a2a3a4 Ã(R) (nb)
















3(eπ Im τ12 − 1) (1∗)


















e2π Im τ12 + 1 (1∗)




















3eπ Im τ12 (1∗)

















































(Im τ2 + Im τ12) − e
−π(2
3




Im τ12 − e
−2π
3
(Im τ2 + Im τ12) − e
−π(2
3
Im τ2 − Im τ12)
(3 ∗ ∗)
1 a2 0 1


































































(Im τ2 + Im τ12) − e
−π(2
3

























Im τ12 − 1 − e
−2π
3
(Im τ1 + Im τ12) − e
−π(2
3
Im τ1 − Im τ12)
(3 ∗ ∗)
a1 1 1 0








































Im τ12 − e
−π(2
3
Im τ1 − Im τ12) − e
−2π
3
(Im τ1 + Im τ12)
(6 ∗ ∗)




















(Im τ1 + Im τ2 + 2 Im τ12) − e
−π
3
(2 Im τ1 − Im τ12) − e
−π
3
(2 Im τ2 − Im τ12)
(9)




















(Im τ1 + 2 Im τ2 + 3 Im τ12) − e
−π
3
(2 Im τ1 + Im τ12) − e
−π
3
(4 Im τ2 − Im τ12)
(9)Remarque 1 : On peut noter ii que les points de 3-torsion dont le veteur oordonnévérie a2 = a4 = 0 ont des minorants négatifs si τ12 = 0. C'est le phénomène expliqué dansle paragraphe 2.3.2.Remarque 2 : Les lignes étoilées orrespondent aux 21 points de 3-torsion pour lesquelles
Ã(R) est minoré par une exponentielle omportant un terme en + Im τ12 ou +13 Im τ12 enexposant. Cette remarque sera utile dans le déompte nal.
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a3 Im τ12 + a4 Im τ2
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δ2De plus, on a les mêmes minorations pour les sommes indexées par n1, dans lesquellesil faut remplaer τ2 par τ1 et éhanger a4 et a3.Démonstration. Il sut de remarquer que α2, β2, γ2, δ2 sont les termes alulés en n2 = −4et n2 = 3. Une preuve détaillée de e type de lemme est donnée en 2.6.3.80




































































































































































































































































































































































































































a3 Im τ12 + a4 Im τ2
3






















)2pour ouper la somme double en produit de sommes simples et obtenir l'amore de lamajoration :





































































Remarque : ω1 et ω2 sont stritement positifs pour tous a3, a4 ∈ {0, 1, 2}, sauf éven-tuellement en a3 = a4 = 2. Cependant on verra un peu plus bas qu'en utilisant la relation






































































































.On va à présent réunir les informations olletées jusqu'ii. On appelle T ′3 l'ensembledes points d'ordre 3 étudiés dans le tableau 2.4.3. On appelle T ′′3 l'ensemble des doublesdes points de T ′3 . L'union T3 = T ′3 ∪ T ′′3 est une partition de T3. On a don en vertu de
















































π tY (R) Im τvY (R),où Z(R) = X(R) + τvY (R), ave X et Y des veteurs réels. On alule :

















































































































































,on a don :∑
R∈T ′3




















































.On obtient don :
∑
R∈T3
ΛΘ,v(R) ≤ 2C(ε) + 8 Tr(Im τ) − 8 Im τ12.On donne à présent un argument d'estimation grossière pour donner une idée du om-portement de C(ε). Notons Ă(R) les sommes ajustées de telle sorte que le terme dominantest 1 ('est la stratégie mise en plae dans les aluls préédents) : e sont exatementles termes qui interviennent dans C(ε). On notera B̆(R) les termes obtenus par la mêmetransformation à partir de B(R). Pour les quatre points R du tableau de oordonnées85
a2 = a4 = 0 on a essentiellement :
Ă(R) ≥ 1 − e−π Im τ12 − 2e−π Im τ1 ,pour les trente-six autres on a :
Ă(R) ≥ 1 − 3e−π Im τ1 .Pour tout point R on a ensuite :
B̆(R) ≤ 28e−π Im τ1 + 8e−π Im τ1 + 4e−π Im τ1 .Cei donne omme première estimation :
C(ε) ≤ −4 log
(




1 − 46e−π Im τ1
)
.Les termes du membre de droite sont, lorsque ε est au voisinage de 0, ou bien bornés oubien du type :
− log(1 − e−ε) = − log(ε+ o(ε)).Cela fournit don, au moins lorsque Im τ1 est susamment grand, une estimation de C(ε).On peut faire mieux en utilisant un logiiel de alul, ar tous les termes Ă(R) et B̆(R)sont expliites. La majorité des termes exponentiels seront érasés par le fait qu'on suppose
Im τ2 susamment grand. En tenant ompte de plus de Im τ1 ≥ max{√32 , 1ε} on obtientnalement :








Remarques sur le as 31 ≥ Im τ2Dans le as où la matrie de périodes a tous ses oeients bornés, nous allons obtenir :Proposition 2.4.20. Soit ε > 0. Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe degenre 2. Soit v une plae arhimédienne de k, on a : Jac(C)(kv) ≃ C2/Z2 + τvZ2. Onsuppose qu'il existe une ontante absolue c > 0 telle que c ≥ Im τ2,v. On suppose de plusque Im τ12 ≥ ε. Il existe une onstante cv(ε) ≥ 0 ne dépendant que du orps k et de ε telleque pour tout point R ∈ AΘ(k) d'ordre exatement 3 :
−ΛΘ,v(R) ≥ −cv(ε).
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Démonstration. On sait que les points R d'ordre exatement 3 ne sont pas sur le diviseur
Θ ; il sut de onstater que la fontion :
τv 7−→ −ΛΘ,v(R)est ontinue sur le ompat déni par les onditions c ≥ Im τ2,v et Im τ12,v ≥ ε.Remarque 1 : Cette proposition permettra don d'étendre le domaine de validité duthéorème 2.5.3 (quitte à hanger un peu le prinipe des tiroirs) au prix du aratère expliitedes onstantes.Remarque 2 : Pour herher à préiser ette minoration on peut partir diretement dela minoration de la proposition 2.2.9 :
λ̂2Θ,v(P ) ≥ −(143 log 2 + 51 log 3) − 72hv(F ).Un énoné de omparaison entre Im τv et hv(F ) permettrait don d'expliiter la onstante
cv de la proposition préédente.2.5 Minoration globale de la hauteur de Néron-TateOn montre dans ette partie omment à partir des informations loales on peut obtenirun théorème global de minoration de la hauteur de Néron-Tate sur une jaobienne dedimension 2.2.5.1 Lemme de zéros et prinipe des tiroirsLemme 2.5.1. Soit k un orps de nombres. Soit C/k une ourbe de genre 2 plongée dans
A sa jaobienne. Soient P1 et P2 des points non nuls de A(k) tels que P1 +P2 6= 0. Alors :
{±P1, ±P2, ±(P1 + P2)} * C(k).Démonstration. La preuve proposée ii montre un résultat un peu plus général. Soient
S1 = {T1, ..., Tr} et S2 = {Q1, ..., Qr} deux ensembles de points de A(k) à exatement
r ≥ 2 éléments. On suppose que S1 + S2 ⊂ C(k).Posons alors C(1) = ⋂
t∈S1
(C − t). C'est une sous-variété non vide et strite de A, sadimension vaut don 0 ou 1. Or si t 6= O, l'ensemble C ∩ (C − t) est ni (ela vient du faitque Θ est assoié à une polarisation prinipale) ; don la dimension de C(1) est zéro ar
Card(S1) ≥ 2. Comme de plus S2 ⊂ C(1) par onstrution, il vient :
r = Card(S2) ≤ deg(C(1)) ≤ 2,87
la dernière inégalité étant justiée par le fait que C ·C = 2! = 2 (omme auto-intersetionde diviseur).On obtient alors le lemme en prenant S1 = {O,P1,−P2} et S2 = {O,−P1, P2} : on saitque r = 3 dans e as grâe aux hypothèses sur P1 et P2, il vient don par ontraposée :
S1 + S2 = {O,P1, P2, P1 + P2,−P1,−P2,−P1 − P2} * C(k).Il sut de remarquer que O ∈ C(k) pour onlure.Remarque :On peut déduire de e lemme une nouvelle preuve de la propriété 2.4.2. Soit Q un pointd'ordre 3 exatement. On pose dans le lemme préédent S1 = S2 = {O,Q,−Q}. Alors lelemme permet d'armer :
{O,Q,−Q} + {O,Q,−Q} = {O,±Q,±[2]Q} = {O,±Q} * C(k),e qui permet de onlure : Q /∈ C(k).Proposition 2.5.2. Soit k un orps de nombres, on pose m = |M∞k |. Soit C/k une ourbede genre 2, on note A = Jac(C) sa jaobienne. On pose M = 240. Soit P ∈ A(k) un pointtel que ses multiples {[n]P, n ∈ J0, 2M4mK} soient tous distints. Il vient alors :
∃n ∈ J0, 2M4mK, [n]P /∈ Θ, ∀v ∈M∞k ,
Λ2Θ,v([n]P ) ≥ 0, 245π
(









.Démonstration. On a les appliations :
A(k̄v) −→ C2/(Z2 + τvZ2) −→ R2/Z2 × R2/Z2
P 7−→ Zv(P ) = Xv(P ) + τvYv(P ) 7−→ (Xv(P ), Yv(P )).Soit alors l'appliation F : A(k) −→ (R/Z)4m dénie par :
F (P ) = (Xv(P ), Yv(P ))v∈M∞k .On divise alors (R/Z)4m en M4m boîtes de taille 1
M
. On onsidère alors l'ensemble
{F ([n]P ), n ∈ J0, 2M4mK} : il ontient 2M4m + 1 points à répartir dans M4m boîtes. Par leprinipe des tiroirs il existe don trois entiers n1, n2 et n3 tels que, ave i > j :
0 ≤ n1 < n2 < n3 ≤ 2M4m, ni − nj ≤ 2M4m,88
||Xv([ni − nj]P )|| ≤
1
M
, ||Yv([ni − nj]P )|| ≤
1
M
.Posons P1 = [n3−n2]P et P2 = [n2−n1]P . Alors P1+P2 = [n3−n1]P . En appliquant lelemme 2.5.1, on sait que dans l'ensemble de points {P1, P2, P1 +P2,−P1,−P2,−P1 −P2} ily en a au moins un qui n'est pas sur le diviseur Θ. C'est e point qu'on hoisit : on le note
[n]P (ou peut-être [n](−P ), le fait de prendre éventuellement l'opposé n'est pas gênant arla hauteur loale est paire).Or on aM = 240. Alors ||(X, Y )|| ≤ 1/240 et d(1/2+yi,Z)2 ≥ (1/2−1/240)2 ≥ 0, 245.On obtient alors, en reportant es approximations dans la proposition 2.4.9 :
Λ2Θ,v([n]P ) ≥ 0, 245π
(


















Im τ12 ≥ ε > 0
Im τ1 ≥ max{1/ε,
√
3/2}
Im τ2 ≥ 31


 .Alors on obtient :Théorème 2.5.3. Soit k un orps de nombres de degré d. Soit ε un réel stritementpositif. Soient C/k une ourbe de genre 2 donnée par y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et A sajaobienne. On suppose que A vérie τv ∈ F2,ε pour toute plae arhimédienne v. Alors ilexiste une onstante c1(d) > 0 telle que pour tout point P ∈ A(k) l'une des deux assertionssuivantes est vraie :
(1) [n]P = O pour un entier 1 ≤ n ≤ 2·2404·316d,
(2) ĥA,2Θ(P ) ≥ c1
(
Tr(A) − 63 log Nk/Q(D)
)
























2ΛΘ,v([n]P ) − 2ΛΘ,v(R)
)
















































,don en utilisant :















,et Tr(Im τ) ≥ 4 Im τ12 on obtient :












































Tr(A) − 63 log Nk/Q(D)
)
.90
Enn par multipliativité des degrés à nouveau : d′ = [k′ : k]d ≤ 316d.Remarque importante : L'espae des modules de ourbes de genre 2 est de dimension3, ela laisse susamment de liberté pour obtenir des familles de jaobiennes vériant desonditions sur le disriminant. C'est une diérene notable par rapport au as des ourbeselliptiques (voir la remarque suédant au théorème 2.7.4). L'exemple suivant donne uneinnité de ourbes ayant bonne rédution en dehors des plaes divisant 5 et dont au moinsl'un des invariants d'Igusa tend vers l'inni. Notons que es ourbes ne peuvent être toutesdénies sur un même orps de nombres (à ause de la onjeture de Shafarevith démontréepar Faltings), mais des extensions de orps de degré inférieur ou égal à 4 permettentd'agrandir la famille. Pour tout α > 0, voii une famille innie d'équations hyperelliptiquesde degré 5 dénies par y2 = F (x) et telles que J6(F ) > disc(F )α, où J6 est un invariantd'Igusa. Considérons pour B un paramètre entier stritement positif :




disc(F ) = 55,
J2 = −25B,
J4 = 48, 875B
2,
J6 = 39, 0625B
3.A partir de là, pour un α > 0 xé :
(









B ≫ 5 53α
)
.Les invariants d'Igusa dérivent l'espae de modules des ourbes de genre 2 (voir [Igu62℄p. 638 et suivantes), l'inégalité log |J6| ≥ α log Nk/Q(disc(F )) est don un argument indi-quant qu'il existe des familles innies de jaobiennes A de dimension 2 vériant la ondition
Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D), ontrairement (onjeturalement) au as de la dimension 1.2.6 La hauteur de Faltings2.6.1 Expression dans le modèle d'IgusaSoit k un orps de nombres. Soient C/k une oube lisse de genre 2 et A = Jac(C)sa jaobienne. Notons hF(A/k) la hauteur de Faltings de la variété abélienne A/k. On91













































8 disc(F )) log Nk/Q(p).Démonstration. Le modèle d'Igusa est donné par une équation du type :
xy2 + (1 + ax+ bx2)y + x2(c+ dx+ x2) = 0.Son disriminant est déni dans [Uen88℄ omme étant le disriminant de l'équationhyperelliptique :
y2 = (1 + ax+ bx2)2 − 4x3(c+ dx+ x2),orrigé par une puissane de 2, an de tenir ompte du omportement aux plaes de kdivisant 2.Le disriminant minimal donné dans [Uen88℄ est don de norme inférieure ou égale audisriminant minimal de la ourbe hyperelliptique C (ar il est plus petit pour la valuationen 2). Ce disriminant sera en partiulier de norme inférieure ou égale à elle du disri-minant du modèle hyperelliptique de Flynn-Smart (qui n'est pas forément minimal), ononsultera par exemple [Liu96℄ p. 4581 et suivantes.
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.On a don Z2 = θ1 ∪ θ2.On rappelle la relation :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)eiπ
taτa + 2iπ tab
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)
∣∣∣e−π
ta Im τa.Proposition 2.6.2. Pour les aratéristiques [a, b] ∈ θ1 (don vériant a = 0) on a laminoration (positive lorsque Im τ1 ≥ 2) :
∣∣∣θab(0, τ)















































tn Im τn,don : 93
∣∣∣θab(0, τ)





























 ,d'où le résultat en appliquant deux fois le lemme 2.4.12.Lemme 2.6.3. Soit τ une matrie du domaine de Siegel en dimension 2. On a alors lesminorations pour n1 ∈ Z\{−2,−1} et n2 ∈ Z\{−1} :
n21
(
Im τ1 − Im τ12
)








Im τ2 − Im τ12
)





n22,pour n2 ∈ Z\{1} :





n22,et pour n2 ∈ Z :





n22Démonstration. On démontre la dernière inégalité, n2 ∈ Z. Pour n2 = 0 l'inégalité est uneégalité simple, on peut don supposer n2 6= 0. Soit :

























− Im τ12 ≥ 0.
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Proposition 2.6.4. Soit [a, b] = [1/2, 0, 0, 0]. On a la minoration (positive lorsque l'onsuppose Im τ1 ≥ 4) :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣eπ





















































 e−2π Im τ1 .De plus on déduit le minorant pour la aratéristique [a, b] = [0, 1/2, 0, 0] en éhangeant
τ1 et τ2 dans ette dernière expression.Démonstration. On fait le alul pour la aratéristique [1/2, 0, 0, 0], le deuxième alul sedéduit du premier en hangeant n1 en n2. On a tout d'abord :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)eiπ
taτa + 2iπ tab
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)
∣∣∣e−π
































n21 Im τ1 + n
2








n21 Im τ1 + n
2










n21 Im τ1 + n
2










n21 Im τ1 + n
2


















n22 Im τ2 − 3n2 Im τ12 + 2 Im τ1
)


































































n22 + 2 Im τ1
)























































 e−2π Im τ1 .La proposition en déoule.Proposition 2.6.5. Soit [a, b] = [1/2, 0, 0, 1/2]. On a la minoration (positive lorsque
Im τ1 ≥ 4) :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣eπ























































































2τ2 + 2n1n2τ12 + n1τ1 + n2τ12
)∣∣∣,
et le minorant est don le même que pour la aratéristique [1/2, 0, 0, 0] dans la propo-sition 2.6.4.Lemme 2.6.6. Soit τ une matrie du domaine de Siegel en dimension 2. On a alors lesminorations pour n1 ∈ Z\{−1} :
n21 Im τ1 + n1
(








n21 Im τ1 + n1
(







n21,pour n1 ∈ Z\{−2,−1, 1} :
n21 Im τ1 + n1
(







n21,pour n1 ∈ Z\{−3,−2,−1} :
n21
(











n21,et pour n1 ∈ Z\{−3,−2,−1, 0, 1} :
n21
(











n21,et les mêmes minorations sont valables en remplaçant partout τ1 par τ2.98
Proposition 2.6.7. Soit ε un réel stritement positif. Soit [a, b] = [1/2, 1/2, 0, 0]. On a laminoration :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣eπ



































































−1 + e−2π(Im τ1 + Im τ2 + 2 Im τ12) + e−6π(Im τ1 + Im τ2 + 2 Im τ12).En supposant que Im τ12 ≥ ε > 0 et Im τ1 ≥ max{ 1ε2 , 5} on peut alors armer :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣eπ





.De plus si [a, b] = [1/2, 1/2, 1/2, 1/2] on a la même minoration sous les mêmes ondi-tions.Remarque 1 : Pour que le minorant soit stritement positif (lorsque Im τ1 est grand)on doit don imposer Im τ12 > 0, e qui souligne le fait qu'un produit de deux ourbeselliptiques (τ12 = 0) est un as dégénéré de variétés abéliennes prinipalement polari-sées de dimension 2. Cette remarque est à relier ave le paragraphe 2.3.2. On remarqueraependant que la seule aratéristique qui doit néessiter un traitement  epsilon  est
[1/2, 1/2, 1/2, 1/2], puisque 'est la seule qui se déompose en deux aratéristiques im-paires lorsque τ12 = 0. Il est don théoriquement possible d'être plus n sur la aratéris-tique [1/2, 1/2, 0, 0].Remarque 2 : On mène le alul pour la première aratéristique (ave b = 0). Ladeuxième aratéristique onsidérée n'introduit qu'un déalage n'aetant pas les modules.Démonstration. On proède omme pour la proposition préédente, les termes dominantssont ette fois en (−1, 0) et en (0,−1) ; on utilise le lemme 2.6.6. On rappelle :
∣∣∣θab(0, τ)
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)eiπ
taτa + 2iπ tab
∣∣∣ =
∣∣∣θ00(τa + b, τ)
∣∣∣e−π
































≥ 4eπ Im τ12 −
∑
(n1,n2)∈Z2
A(n1, n2)où on a noté :
A(n1, n2) = e
−π
(
n21 Im τ1 + n
2
2 Im τ2 + (2n1n2 + n1 + n2) Im τ12 + n1 Im τ1 + n2 Im τ2






























































+ (−1) − e−2π(Im τ1 + Im τ2 + 2 Im τ12) − e−6π(Im τ1 + Im τ2 + 2 Im τ12).Les trois derniers termes viennent du fait qu'on ompte A(−1,−1) = 1, A(−2,−2) et






























































Im τ12 ≥ ε > 0
Im τ1 ≥ max{1/ε2, 31}
}
.On peut don énoner :Théorème 2.6.9. Soit k un orps de nombres de degré d. Soit ε un réel stritement positif.Soit C/k une ourbe de genre 2, lisse en toute plae divisant 2 et donnée dans un modèlehyperelliptique y2 = F (x) ave deg(F ) = 5. On note D = 28 disc(F ). On suppose que
A = Jac(C) sa jaobienne vérie τv ∈ G2,ε pour toute plae v arhimédienne. Alors ilexiste des onstantes c3(d) > 0 et c4(d) > 0 telles que :
h′F(A/k) ≤ c3 Tr(A) + c4 log Nk/Q(D),et on peut prendre : c3 = 5π + 2
20d
et c4 = 1
10d








8 disc(F )) log Nk/Q(p),don :












12 log 2 − log(C2thêta)
)











2π(Im τv,1+Im τv,2+Im τv,12)+12 log 2−log(C2thêta)
)
.102
On majore alors, en utilisant les propriétés du domaine F2 :
Im τv,1 + Im τv,2 + Im τv,12 ≤
5
4
Tr(Im τv).Il sut ensuite d'approher la onstante Cthêta en réunissant les aluls préédentssur les dix onstantes thêta paires en dimension 2. Un alul donne, sous les hypothèses
Im τ12 ≥ ε > 0 et Im τ1 > max{1/ε2, 31} :
Cthêta > (0, 99)
4 × (0, 99)4 × (min{ε/2 ; 0, 31})2 ≥ 0, 92 min{ε/2 ; 0, 31}2.Il sut alors d'utiliser :
Tr(Im τ) ≥ 2 max{1/ε2, 31} > 12 log 2 + 2 log(0, 92) − 4 log
(
min{ε/2 ; 0, 31}
)
,don :
Tr(Im τ) > 12 log 2 − log(C2thêta).
2.7 Produit de ourbes elliptiquesOn traite dans e hapitre du as des produits de ourbes elliptiques. Les résultats obte-nus sont plus faibles que le résultat de M. Hindry et J. Silverman rappelé omme théorème1 de l'introdution générale. On mène es aluls pour montrer qu'on peut trouver exa-tement la même forme d'estimation que elles obtenues dans les paragraphes préédents,faisant intervenir la trae arhimédienne et un disriminant, et ainsi obtenir un énoné plushomogène pour les variétés abéliennes de dimension 2.2.7.1 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs loalesSoient k un orps de nombres et E/k une ourbe elliptique. La hauteur de Néron-Tatesur E se déompose de la manière suivante (voir [Sil94℄ p. 461) :








max{v(x(P )−1), 0} + 1
12
v(∆).103




\ {0} −→ Rpar la formule suivante, lorsque z(P ) = α + βτ ave 0 ≤ β < 1 :
λ̂v(P ) = λ̂(z, τv) = −
1
2
B2(β) log |q| − log |1 − u| −
∑
n≥1
log |(1 − qnu)(1 − qnu−1)|.
B2(T ) est le deuxième polynme de Bernoulli déni par :
B2(T ) =
{
T 2 − T + 1
6périodique en T , de période 1 Enn si v est une plae nie de mauvaise rédution on utilise la ourbe de Tate
Eq : pour un orps kv p-adique il existe un élément q ∈ k∗v tel que |q|v < 1 et unisomorphisme φ : k∗v/qZ → Eq(kv). On pose de plus v(.) := − log |.|v. On dénit alorsla hauteur loale de la même manière que pour les plaes arhimédiennes, i.e. :





\{0} −→ R,ave :













(1 − qnu)(1 − qnu−1)
)
.
2.7.2 MinorationsOn reprend ii la proposition 2.3 de l'artile [HS88℄ en exprimant le minorant sous uneautre forme :Proposition 2.7.1. Soit v une plae arhimédienne de k. Soit z = α + iβ. On supposeque δ = max{|α|, |β|} ≤ 1
2
. Soit τv = s+ it ave |s| ≤ 12 , |t| ≥ √32 . Alors on a :



















∣∣∣(1 − qnu)(1 − qnu−1)
∣∣∣ ≤ 0, 0665,104
et :






+ log(2πδ).Il sut alors d'utiliser dans l'expression de la hauteur loale arhimédienne donnée dansle paragraphe préédent les relations simples :
B2(β) ≥ −β +
1
6et :
− log |q| = 2π Im τ.Nous allons à présent mettre en plae un prinipe des tiroirs :Proposition 2.7.2. Soient k un orps de nombres, v une plae arhimédienne. On pose
m = |M∞k |. Soient P ∈ E(k) un point d'ordre plus grand que 202m et z(P ) = α + iβ uneoordonnée omplexe de P . Soit δ = max{|α|, |β|} ≤ 1
2
. Alors on a :
∃n ∈ {1, .., 202m}, λ̂v([n]P ) ≥ 0, 3 Im τv.Démonstration. On onsidère ii l'appliation F : E(k) −→ (R/Z)2m dénie par :
F (Q) = (αv(Q), βv(Q))v∈M∞k .On divise (R/Z)2m en boîtes de taille 1
M
. Soit P ∈ E(k) un point qui n'est pas detorsion. On regarde l'ensemble :




.Posons alorsM = 20. Alors δ ≤ 1
20
= 0, 05. Il sut d'évaluer les termes de la propositionpréédente pour obtenir le minorant annoné.On donne dans la proposition suivante une minoration simple pour les hauteurs loalesaux plaes nies : 105
Proposition 2.7.3. Soient k un orps de nombres et E/k une ourbe elliptique donnéedans un modèle de Weierstrass de disriminant ∆E. Soit v une plae nie de k. Alors lahauteur loale assoiée à la plae v peut être minorée de la façon suivante, pour tout point
P non nul :
λ̂v(P ) ≥ −
1
24
ordv(∆E) log Nk/Q(v).Démonstration. Par dénition des hauteurs loales, on sait que λ̂v(P ) ≥ 0 lorsque v estune plae de bonne rédution.Pour la mauvaise rédution, on se réfère au théorème 4.2 de [Sil94℄ p. 473 pour armerque v(q) = v(∆(q)) et par un argument de périodiité sur la ourbe de Tate, il sut ensuited'utiliser B2(x) ≥ − 112 pour tout x réel. On peut aussi utiliser l'équation (23) p. 431 et p.432 de l'artile [HS88℄.On peut alors réunir les informations loales pour obtenir :Théorème 2.7.4. Soit k un orps de nombres de degré d. On note m = |M∞k |. Alors ilexiste une onstante c1(d) > 0 telle que pour toute ourbe elliptique E/k de disriminantminimal ∆E et de trae arhimédienne Tr(E), et pour tout point P ∈ E(k) d'ordre inni :






,où on peut prendre c1 = 0, 3
d 204m









nvλ̂v([n]P ),puis d'utiliser les minorations 2.7.2 et 2.7.3.Remarque à propos d'une onjeture de Hall : On va être amené dans la suite dutexte à imposer Tr(E) ≥ 1
7
log Nk/Q(∆E). Fixons une ourbe elliptique E/Q et supposons
|j(E)| ≫ 1. Alors :








Don l'hypothèse Tr(E) ≥ 1
7
log |∆E| équivaut à |j(E)| ≫ |∆E| 2π7 . Or on a la relation
j(E) = 1728c34/∆E , où c4 est un polynme en les oeients de la ourbe elliptique (voir[Sil92℄ p. 46). On a don :
|c4|3 ≫ |∆E|1+
2π








, es inégalités sont ompatibles, mais il est important de garder àl'esprit que la onstante de omparaison entre la trae arhimédienne et le logarithme dudisriminant ne saurait être trop grande dans le as de la dimension 1.2.7.3 Majoration de la hauteur de FaltingsNous allons montrer dans ette partie la majoration suivante :Théorème 2.7.5. Soit E/k une ourbe elliptique donnée dans un modèle de Weierstrassde disriminant ∆E et de trae arhimédienne Tr(E). Alors on a :
h′F(E/k) ≤ c3 Tr(E) + c4 log Nk/Q(∆E),où on peut prendre c3 = 32
12d
et c4 = 1
12d






























(1 − qn)24,don :
− log |∆(τv)| ≤ 2π Im τv + 12 log 2π + |Aτv |,107
où :
|Aτv | ≤ 24
+∞∑
n=1
log |1 − qn| ≤ 24
+∞∑
n=1
log(1 + e−2π Im τvn) ≤ 24
+∞∑
n=1
e−2π Im τvn,don :
|Aτv | ≤ 24
+∞∑
n=1
e−2π Im τvn = 24 e
−2π Im τv










.Il sut d'injeter ette majoration dans l'expression de la hauteur de Faltings et d'uti-liser :
2π Im τv +
1
9
+ 12 log 2π ≤ 32 Im τvpour onlure.




(A,L) ≃ (E1 × E2, E1 × {O} + {O} ×E2),
ou




ĥE1×E2,L((P1, P2)) = ĥE1(P1) + ĥE2(P2),
hF(E1 ×E2/k) = hF(E1/k) + hF(E2/k).108






v .On suppose que Tr(Ei) ≥ 17 log Nk/Q(∆Ei). Alors pour tout P1 ∈ E1(k) et P2 ∈ E2(k)points d'ordre inni :




.Démonstration. En utilisant les théorèmes 2.7.4 et 2.7.5 on a les estimations pour haunedes ourbes Ei, i = 1, 2 :
ĥEi(P ) ≥ c1 Tr(Ei) − c2 log Nk/Q(∆Ei),













.En utilisant de plus l'hypothèse Tr(Ei) ≥ 17 log Nk/Q(∆Ei) il vient :














.Il reste don à étudier le as des jaobiennes de ourbes de genre 2. Or nous sommesà présent en mesure de onstruire un énoné de théorème répondant partiellement à laonjeture de Lang et Silverman pour es variétés abéliennes partiulières.En réunissant les résultats des théorèmes 2.5.3 et 2.6.9 on obtient, en onsidérant tou-jours D = 28 disc(F ) si C : y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et Tr(A) la trae arhimédienne de
A : 109
Corollaire 2.8.2. Soit k un orps de nombres de degré d. Soit ε un réel stritement po-sitif. Alors il existe une onstante cJac(d) > 0 ne dépendant que de d telle que pour toutejaobienne A = Jac(C), C/k ourbe de genre 2 ave bonne rédution en 2, de modèle
y2 = F (x) ave deg(F ) = 5, vériant τv ∈ G2,ε pour toute plae arhimédienne v et
Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D), et pour tout point P tel que Z·P est Zariski-dense dans A :













































h′F(A/k).On déduit de es énonés le orollaire suivant :Corollaire 2.8.3. Soit k un orps de nombres de degré d. Alors il existe une onstante
c = c(d) > 0 ne dépendant que du degré de k telle que pour toute variété abélienne (A,Θ)sur k, prinipalement polarisée de dimension 2, vériant les hypothèses des énonés 2.8.1ou 2.8.2 et pour tout point P ∈ A(k) tel que Z·P est Zariski-dense on a :
ĥA,Θ(P ) ≥ c h′F(A/k),et on peut prendre c = min{cE, cJac} = cJac, ave cE et cJac les onstantes données respe-tivement dans les énonés 2.8.1 et 2.8.2.
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h′st(A).Démonstration. On sait que si le modèle de la ourbe est à bonne rédution partout etest globalement minimal on obtient Nk/Q(D) = 1. Or il existe une extension k′ de k telleque A/k′ est à bonne rédution partout. On va voir qu'en faisant une autre extension bienhoisie on peut de plus obtenir l'existene d'un modèle globalement minimal : donnons-nous tout d'abord un modèle hyperelliptique entier sur Ok de C, dont le disriminant seranoté ∆C . En se reportant par exemple à [Lo94℄ p. 736, on sait que pour toute plae nie
v, il existe un entier uv tel que ∆C = u40v ∆v, où ∆v est le disriminant minimal loal.L'exposant 40 vient du fait qu'on est ii en dimension g = 2, et 4g(2g + 1) = 40 dans eas.On pose alors aC :=∏
v
p− ordv(uv)v . On obtient failement les faits suivants (voir [Lo94℄) :
∆min = ∆C(aC)
40, où ∆min est le disriminant minimal de la ourbe hyperelliptique C. Deplus la lasse d'idéaux de aC ne dépend pas du modèle hyperelliptique de C. Enn il existeun modèle minimal global si et seulement si aC est prinipal.Or sur k′, on a bonne rédution partout, e qui impose ∆min/k′ = Ok′. En partiulieron obtient que l'idéal a40C est prinipal sur k′. Il existe don α ∈ k′ tel que a40C = αOk′.Considérons alors k′′ = k′[β], ave β40 = α. Alors aC = βOk′′ est prinipal sur k′′, et ledegré de l'extension [k′′ : k′] est inférieur ou égal à 40.La variété abélienne A étant dénie sur k, elle l'est aussi sur k′ et k′′. De plus on a lesrelations :














h′st(A).Or [k′′ : Q] = [k′′ : k′][k′ : k][k : Q] et on peut déduire de [Sil81℄ p. 400, en hoisissant
k′ = k[A[15]] que [k′ : k] ≤ 154×4. Remarquons qu'il sut de redesendre sur le orps debase à la n, d'où la présene du terme 1516 et non de 316 ·1516.Remarque 1 : On aurait pu essayer de se plaer sur l'extension k′ de k sur laquellela variété admet bonne rédution partout, puis monter jusqu'à Hk′ le orps de lasses deHilbert de k′ sur lequel le modèle est globalement minimal (par prinipalité) et a toujoursbonne rédution partout. Cependant la onstante obtenue dépendra alors du orps k′ aussi.Remarque 2 : A propos de la ondition τ ∈ G2,ε.La première ondition dénissant l'ensemble G2,ε, donnée par Im τ12 ≥ ε > 0, estnaturelle ii ar les variétés abéliennes de dimension 2 dont la matrie du domaine deSiegel vérie τ12 = 0 ne sont pas des jaobiennes de ourbes de genre 2 mais des produitsde deux ourbes elliptiques ; la hauteur de Faltings n'a pas la même expression qu'en 2.6.1(puisque le produit des onstantes thêta est nul dans e as). Ce phénomène ne se produitpas si τ12 6= 0, on onsultera par exemple [Igu62℄ p. 178 et [Wei57℄.La deuxième ondition du domaine G2,ε, qui onsiste à imposer Im τ1 ≥ max{1/ε2, 31},est un peu moins naturelle et provient diretement de la minoration des onstantes thêta.(On peut d'ailleurs remplaer 31 par 5 dans la majoration de la hauteur de Faltings.) Onexplique dans les annexes omment améliorer ela en utilisant une isogénie et ainsi parvenirà obtenir un énoné plus large.2.8.2 Borne pour la torsion d'une jaobienne de dimension 2.Le prinipe des tiroirs utilisé dans le théorème 2.5.2 montre le fait suivant : si on peutobtenir susamment de multiples distints d'un point P , alors la hauteur de Néron-Tate dee point est minorée par une quantité non nulle, don e point n'est pas un point de torsion.112
Inversement on va don obtenir une borne sur la torsion des jaobiennes sur lesquelles ona travaillé dans le théorème 2.5.3 :Corollaire 2.8.5. (du théorème 2.5.3)Soit k un orps de nombres de degré d. Soient C/k une ourbe de genre 2 de modèle
y2 = F (x) ave deg(F ) = 5 et A/k sa jaobienne, vériant les hypothèses du théorème2.5.3. Soient Tr(A) sa trae arhimédienne et D = 28 disc(F ). On suppose de plus que :
Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D).Alors on a :
∀P ∈ A(k)tors, ∃n ∈ {1, 2, ..., 2·2404·3
16d}, [n]P = 0,e qui permet d'obtenir :
|A(k)tors| ≤ 24 ·24016·3
16d.2.8.3 Borne pour les points rationnels d'une ourbe de genre 2.On va herher dans ette partie des informations sur le nombre de points k-rationnelssur une ourbe de genre 2. On sait par le théorème de Faltings (ex-onjeture de Mordell)que e nombre est ni. On s'intéresse don à une majoration de e nombre ni de points.On propose deux approhes diérentes, qui font toutes deux appel à la struture de lajaobienne. La première est un raisonnement en famille qui fournit une borne qui n'est pastotalement expliite. La seonde utilise des outils très prohes de la première mais évite detravailler en famille.Raisonnement en familleOn trouve dans l'artile de T. de Diego [dD97℄ un théorème donnant un majorant dunombre de points rationnels pour une famille de ourbes de genre g ≥ 2. Soient C/k uneourbe de genre 2 et A sa jaobienne. On notera dans e paragraphe |.| =√ĥΘ(.) la normeeulidienne (assoiée au diviseur Θ) sur A(k) ⊗ R. On pose alors :
δ(C, k) = min
x∈A(k)/A(k)tors












7rt,k′ ,où rt,k′ est le rang de la variété abélienne At(k′).113
Notation 2.8.7. On note M̄g,d,r → Spec(Z[ 1dr ]) le shéma de modules de variétés abé-liennes de dimension g, de polarisation de degré d2 et de niveau r. On note :
f : A −→ M̄g,d,rle shéma abélien universel, qui existe dès que r ≥ 3.Lemme 2.8.8. En hoisissant pour base T = M̄2,1,24, et un diviseur ample D sur T , ilexiste des onstantes c1(k, g) > 0 et c2(k, g) > 0 telles que pour tout t ∈ T 0(k̄) :
h′st(At) ≥ c1hD(t) − c2.Démonstration. Ce lemme est diretement issu des travaux de Faltings. On utilise ii lethéorème 1.1 de Moret-Bailly donné dans [MB85a℄. Il est déjà utilisé (pour g quelonque)dans l'introdution de [Dav91℄, plus préisément dans la partie de  rédution du pro-blème . Notons que l'inégalité est aussi vériée pour la hauteur relative augmentée puisque








nv log(det(Im τv)) ≥ hrΘ(At) +M(r, g),où M(r, g) = g
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).De plus, d'après la proposition 4.2 de [Rém99℄ on a :
hD(t) = r












.On peut don prendre c1 = 2
242
et c2 = log(4π) + 4 log(24) + 2 log(2 + 8
31/4
).En utilisant le orollaire 2.8.5 pour majorer le ardinal du groupe de torsion de lajaobienne dans le as partiulier des ourbes de genre 2 on obtient alors le nouveauorollaire : 114
Corollaire 2.8.9. (du théorème 2.8.2, du théorème 2.8.6 et du lemme 2.8.8) Soit ε un réelstritement positif. Soit k un orps de nombres de degré d. On onsidère la famille {At}t∈Tdes jaobiennes de ourbes de genre 2 paramétrées par la base T = M̄2,1,24.Soit C/k une ourbe de genre 2 (dont on prend un modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5)ave bonne rédution en 2. Soit A/k sa jaobienne, vue omme bre de ette famille. Onsuppose que : (1) τv ∈ G2,ε pour toute plae v arhimédienne, (2) Tr(A) ≥ 64 logNk/Q(D),alors il existe une onstante α(k) > 0 telle que :
Card(C(k)) ≤ α(k)rangA(k) + 1.Démonstration. On note dans la suite rk pour le rang sur k de la jaobienne A. On appliqued'abord le théorème 2.8.6 pour la famille universelle des jaobiennes de dimension 2 (avestruture de niveau 24). Ensuite on applique à haque bre le théorème 2.8.2 sur le orps


























.On veut ensuite appliquer le lemme 2.8.8. Il faut prendre une préaution supplémentairepuisqu'on va diviser par le terme c1hD(t) − c2. ou bien hD(t) > c2c1 + 1 et on peut appliquer le lemme 2.8.8 dans (∗) et obtenir uneborne α1(k). ou bien hD(t) ≤ c2c1 + 1, e qui permet de borner le dénominateur. On utilise alors lethéorème 2.5.3 pour obtenir une autre borne α2(k).On obtient alors le orollaire en prenant α(k) = max{α1(k), α2(k)}. On obtient donune borne non expliite ar on ne onnaît pas la onstante γ1(C).
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Seonde méthodeOn va utiliser dans e paragraphe la proposition 3.7 p. 527 de l'artile de G. Rémond[Rém00℄ que l'on rappelle ii. Il y a beauoup de notations, on les reprend en totalité maisles dénitions préises sont dans [Rém00℄ (ou dans ses référenes).Proposition 2.8.10. (G. Rémond)Soit A/Q̄ une variété abélienne de dimension g, plongée dans Pn
Q̄












≤ (4γ + 1)rM +N, ou bien il existe un point y ∈ (X\ZX) ∩ Γ tel que :
Card
{
x ∈ (X\ZX) ∩ Γ | ĥ(x− y) ≥ 4c25
}
≤ N.Lemme 2.8.11. (G. Rémond,  as des ourbes )Posons B = max{deg(X), 214}. Lorsque X = C est une ourbe de genre g ≥ 2 on a
ZX = ∅ et :
(4γ + 1)rM +N ≤ (3(n+ 1)2B12)r.Lemme 2.8.12. Soit C une ourbe de genre g = 2. On note hΘ(A) la hauteur thêta de lavariété abélienne A = Jac(C). On onsidère c5 pour le plongement de A dans P15. Alorson a, en gardant les notations préédentes :
c25 ≤ 122
16





(n+ 2)3 deg(C) max{cNT + 3 log(n+ 1), h1},et on trouve dans [DP02℄ les majorations (p. 652, p. 662 et p. 665), en rappelant que
deg(C) = g = 2 dans notre as :
h1 ≤ 2(4g − 1)hΘ(A) , cNT ≤ 4g+1hΘ(A) + 3g log 2.116
Don pour g = 2 :
h1 ≤ 30hΘ(A) , cNT ≤ 64hΘ(A) + 6 log 2.On déduit don la majoration, ave n = 15 ii :
c25 ≤ 122
16
hΘ(A).Corollaire 2.8.13. (des théorèmes 2.8.2 et 2.5.3 et de 2.8.10, 2.8.11 et 2.8.12) Soient kun orps de nombres et ε > 0. Soit C/k une ourbe de genre 2 ave bonne rédution en
2, donnée dans un modèle y2 = F (x) ave deg(F ) = 5. Soit A/k la jaobienne de C. Onsuppose que pour toute plae arhimédienne v, la matrie de périodes τv ∈ G2,ε. On supposede plus que Tr(A) ≥ 64 log Nk/Q(D). Alors il existe une onstante c2(d) ne dépendant quede d = [k : Q] telle que :
Card(C(k)) ≤ crangA(k) + 12 ,et on peut hoisir :
c2 = 240
(d+ 1)235.Démonstration. On notera dans tout e qui suit rk le rang de A sur k. On ommene par

















































On a tout d'abord h′F(A/k′) ≥ h′st(A). Il nous faut ii enore utiliser le résultat de J.-B.Bost et S. David, que l'on trouve énoné dans [Rém99℄, qui ompare la hauteur thêta et lahauteur de Faltings stable. On obtient ii pour la variété abélienne A :
h′st(A) ≥ 2hrΘ(A) + 2M(r, g),où : M(r, g) = g
4










).On peut hoisir r = 2, e qui impose de travailler sur k′ = k(A[4]). On utilisera donde plus la borne [k(A[4]) : k] ≤ 416. On trouve alors :
h′F(A/k








≥ 2hΘ(A) − 19/2.Il y a deux possibilités :1er as : Si on a : 2hΘ(A) > 10.On injete dans le majorant :








+ (2180)rk ,don :




















.2e as : Si on a : 2hΘ(A) ≤ 10.On obtient dans la borne (∗) :










+ (2180)rk .On peut alors appliquer diretement le théorème 2.5.3 et armer, puisqu'on a supposé













160·64·2408·316d ,d'où la borne :


















.On remarque ensuite que la borne du 1er as est plus grande que la borne du seond,d'où le résultat.
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Chapitre 3Minoration de la hauteur de Néron-Tatepour les variétés abéliennes dedimension g ≥ 2
121
122
3.1 IntrodutionDans les deux premières parties on déompose la hauteur de Néron-Tate en hauteursloales, en utilisant les oordonnées de Mumford ave aratéristiques. La normalisationhoisie n'aboutit pas diretement à des minorations positives des hauteurs loales, on ap-plique don une tehnique de diérenes de hauteurs loales. On obtient nalement unthéorème de minoration de la hauteur de Néron-Tate sur des variétés abéliennes vériantertaines onditions, lesquelles sont regroupées dans la dénition de l'ensemble Fg,ε au pa-ragraphe suivant. On verra que la première ondition semble inhérente à la méthode. Poure qui est de la seonde, un eort de ranement des aluls donnerait probablement uneondition plus faible et éventuellement permettrait de l'ter.3.1.1 CadreOn souhaite étudier les variétés abéliennes A dénies sur un orps de nombres k etmunies d'un diviseur Θ assoié à une polarisation prinipale. On notera dans toute ettepartie g = dim(A). On travaillera ave D = [4]∗Θ pour pouvoir utiliser les oordonnées deMumford modiées omme dans l'artile [DP02℄.Notation 3.1.1. Soit s le plus petit entier stritement supérieur à log(4gg!)/ log 2. Posons










Im τ [n + δ′ + 4Y (Q)]
)
ε,
(2) Im τ11 ≥ 2π(4gg!)2g+2
∑
j 6=i





La ondition (1) de l'ensemble Fg,ε revient à exlure un voisinage tubulaire d'un nombreni d'hypersurfaes analytiques dans l'espae Ag. La ondition (2) impose aux modules desoeients diagonaux des matries de périodes d'être d'autant plus grand que le voisinagetubulaire est petit. On demande de plus que es termes diagonaux dominent nettement lesautres termes de la matrie.Le sous-ensemble de Fg suivant est onstruit de la même manière ; il nous permettra detravailler ave les points de 2-torsion qui s'érivent, dans les oordonnées du tore analytique









Im τ [n + a]
ε,
(2) Im τ11 ≥
∑
j 6=i







.La première ondition, là aussi, exlut un voisinage tubulaire d'un nombre ni d'hyper-surfaes analytiques de Ag(C). La seonde, omme pour l'ensemble Fg,ε, permet de réduirela taille des voisinages à exlure au prix d'une ondition sur les oeients diagonaux dela matrie de périodes.3.1.2 RésultatsOn présente dans e troisième hapitre les deux théorèmes qui suivent. Le premier estun résultat de minoration de la hauteur de Néron-Tate pour les variétés abéliennes, leseond est un résultat de majoration de la hauteur de Faltings onernant uniquement lesjaobiennes de ourbes hyperelliptiques. On rappelle que Tr(A) est la trae arhimédiennede A et que hfini(A) est la somme des ontributions des plaes nies à la hauteur thêta dela variété abélienne A. Le terme Sfini(A) est issu des formes dérivant la multipliation par
[2s] et est déni par la notation 3.2.10. Alors on a :Théorème 3.1.4. Soient k un orps de nombres de degré d, g ≥ 2 un entier et ε > 0. Alorsil existe des onstantes c1(d, g) > 0 et c2(d, g) > 0 telles que pour toute variété abéliennede dimension g prinipalement polarisée (A,Θ)/k admettant des matries τv ∈ Fg,ε pourtoute plae v arhimédienne, et pour tout point P ∈ A(k) qui n'est pas de torsion modulotoute sous-variété abélienne, on a :





On rappelle pour le seond théorème que h′st(A) est la hauteur de Faltings augmentéestable de la variété abélienne A et Tr(A) sa trae arhimédienne.Théorème 3.1.5. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0.Alors il existe des onstantes c3(k, g) > 0 et c4(k, g) > 0 telles que : pour toute ourbe C/khyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min, si la jaobienne
(Jac(C),Θ), prinipalement polarisée par le diviseur Θ, admet des matries τv ∈ Gg,ε pourtoute plae arhimédienne v, on a :
h′st(Jac(C)) ≤ c3 Tr(Jac(C)) + c4 log Nk/Q(∆min).De es deux théorèmes on déduira alors le orollaire suivant, en diretion de la onjeturede Lang et Silverman :Corollaire 3.1.6. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0.Soit C/k une ourbe hyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min.On suppose que sa jaobienne (A,Θ), prinipalement polarisée par le diviseur Θ, admet desmatries τv ∈ Gg,ε ∩ Fg,ε pour toute plae arhimédienne v. Alors il existe deux onstantes
c5 = c5(g) > 0 et c = c(d, g) > 0 telles que si on suppose :
Tr(A) ≥ c5 max
{
hfini(A) + Sfini(A), log Nk/Q(∆min)
}
,alors pour tout point P ∈ Jac(C)(k) d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne :
ĥA,Θ(P ) ≥ c h′st(A).Remarque : En opiant la démarhe entreprise en dimension 2, on peut alors déduire desénonés partiels sur le nombre de points de torsion d'une variété abélienne de dimension get sur le nombre de points rationnels d'une ourbe hyperelliptique de genre g. Par soui deonision, nous laissons au leteur le soin de formuler es orollaires (voir les énonés desorollaires 1 et 3 dans le as g = 2 de l'introdution générale).3.2 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs loalesOn propose dans ette partie une déomposition de la hauteur de Néron-Tate en hau-teurs loales normalisées pour les variétés abéliennes de dimension g ≥ 2. Cette démarhegénéralise l'approhe de Flynn-Smart en dimension 2 rappelée en 2.1.2.3.2.1 Déomposition en hauteurs loalesSoit A/k une variété abélienne sur un orps de nombres k, prinipalement polarisée parun diviseur Θ. On note M le bré assoié. On va travailler ave L = M⊗4. Nous voulons125





P 7−→ (... : ∆(2)(a,l)(P ) : ...)a∈Z2,l∈K̂2(4).On notera dans la suite P = (x0(P ) : ... : x4g−1(P )) pour simplier la notation.Lorsqu'on regarde la variété sur C, e plongement orrespond au plongement thêta avearatéristique. Pour normaliser les oordonnées du point P , on va hoisir une oordonnée,
x0, par laquelle on va diviser.Prenons tout d'abord une plae v arhimédienne, et regardons les points omplexes


































Plus généralement, pour un entier s ≥ 2 on notera G(s) = G ◦ G(s−1) et G(1) = G lesystème de formes représentant la multipliation par [2s] sur A.Soit v une plae de k. La hauteur loale naïve assoiée à v est alors :






















λ̂4D,v(P ) = λ4D,v(P ) + µ4D,v(P ).Démonstration. Érivons :
λ̂4D,v([2



























.Alors la série étant télesopique :
127
λ̂4D,v([2
s]P ) − 4sλ̂4D,v(P ) = − log
max |G(s)i(P )||x0([2s]P )|





max |xi([2s]P )|/|x0([2s]P )|
,
= − log |G(s)0( Px0(P ))|v,










λ4D,v(P ) + µ4D,v(P )
)























4sλ̂4D,v(P ) + v(f(P ))
)
= 4sL(P ).On peut onlure de es deux faits que L(P ) = ĥA,4D(P ) pour tout P hors du supportdu diviseur D.
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3.2.2 Diérenes de hauteurs loales et niveau de torsionNous allons à présent mettre en plae une stratégie de minoration semblable à elleutilisée dans le as des variétés abéliennes de dimension 2. La normalisation i-dessuspermet de minorer les hauteurs loales aux plaes nies par des ontributions négatives.On se ontente de ela pour les plaes nies et on utilise une autre dénition aux plaesarhimédiennes pour ontre-balaner e fait.Supposons que l'on dispose d'une autre hauteur loale ΛD,v aux plaes arhimédiennes(nous verrons laquelle hoisir dans la partie suivante grâe à l'utilisation des fontionsthêta, voir 3.2.11). En appliquant le théorème 1.2.1 on peut don dire qu'il existe uneonstante C∞,v telle que, pour tout P ∈ AD(k) :
λ̂4D,v(P ) = 4ΛD,v(P ) + C∞,v.Pour pouvoir minorer la hauteur loale λ̂4D,v, il sut don de minorer ΛD,v et C∞,v. Onpeut aussi exploiter le fait suivant : pour tout ouple (P,Q) ∈ AD(k)2,
λ̂4D,v(P ) − 4ΛD,v(P ) = λ̂4D,v(Q) − 4ΛD,v(Q).C'est la stratégie que nous allons mettre en plae. Nous ommençons par remarquerqu'il existe un niveau de torsion ne dépendant que de g ave beauoup de points hors dusupport du diviseur D. Posons tout d'abord, pour N ≥ 2 :
TN = (A[N ]\D)(C), tN = Card(TN).Proposition 3.2.4. Soit g ≥ 2 un entier. Si N ≥ 4gg! alors pour toute variété abéliennepolarisée (A,D) de dimension g on a tN > N2g−1.Démonstration. On utilise un énoné qui gure dans le livre de D.Mumford [MF82℄ p. 138.On en trouve une version semblable dans le livre de L.Moret-Bailly [MB85b℄ p. 167. Lerésultat est le suivant : soit A une variété abélienne sur C, polarisée par un diviseur D,plongée dans un espae projetif via le bré L. Alors :
Card(A[N ] ∩ D) ≤ degL(A)N2g−2.Dans notre adre, on obtient don :
tN = N
2g − Card(A[N ] ∩ D) ≥ N2g − 4g4gg!N2g−2.Or, si N ≥ 4gg!, on a N2g−16gg!N2g−2 > N2g−1 dès que g ≥ 2. Cela sut pour montrerla proposition.Sahant ela, on se donne maintenant un entier n ≥ 1 paramètre libre, qui sera xéultérieurement par un prinipe des tiroirs. Alors on érit notre égalité-lef en dimension g.A noter qu'on suppose ii que k = k(A[N ]).129


















ΛΘ,v([n]P ) − ΛΘ,v(Q)
)



















































Dans la partie 3.2.3 on va ommener par minorer les hauteurs loales aux plaes niesau point P et les majorer au point Q ∈ TN . On traitera les plaes arhimédiennes dans lapartie 3.2.5, après avoir déni une nouvelle hauteur loale arhimédienne.3.2.3 Minoration aux plaes niesLes notations employées ii sont les mêmes que elles du hapitre 1, partie 1.4. On sebase dans e paragraphe sur un lemme gurant dans [DP02℄ (lemme 3.11 p. 666) que l'onreprend ii. Une releture attentive de e lemme permet de donner ette version légèrementplus préise. On rappelle qu'on a hoisi une oordonnée x0 = ∆(2)(a0,l0) ainsi qu'un ouple
(b0, k0) tel que ∆(2)(b0,k0)(O) 6= 0. On note le plongement projetif :




(a,l)(P ) : ...
)
a∈Z2,l∈K̂2(4)
,et l'image par ΘL⊗4 du point P normalisée en divisant par la première oordonnée, pour























,où on ne garde que les inverses de oordonnées non nulles. On rappelle de plus qu'on anormalisé :
Θ̃(O) =
(








































































v .On proède de même pour la majoration.L'utilisation de e lemme donne : 131




log |2|v − log ||Θ̃(O)||v.Démonstration. En reprenant la dénition de la hauteur loale et en utilisant le lemme3.2.6 il vient :































































,où on a posé : Cv(Θ, Q) = ||Θ̃(Q)||v ||BO||v.
132
Démonstration. En appliquant la partie majoration du lemme 3.2.6 on a :



















λ̂4D,v(Q) ≤ log ||Θ̄(Q)||v +
1


























.Il sut de poser Cv(Θ, Q) = ||Θ̃(Q)||v ||BO||v pour onlure.On peut donner un résultat plus préis en utilisant la forme partiulière du niveau N .On obtient une formule lose pour la hauteur loale au point de N-torsion :Proposition 3.2.9. Soit A/k une variété abélienne sur un orps k. Soit N = 2s − 1 le ni-veau de torsion privilégié. Alors pour tout point Q ∈ A[N ]\D (dont la première oordonnéevaut 1) et toute plae v de k on a :
λ̂4D,v(Q) =
1




.Démonstration. Commençons par la remarque suivante :
[N ]Q = O ⇔ [2s]Q = Q⇒ λ̂v([2s]Q) = λ̂v(Q).On va érire l'équation fontionnelle de la hauteur loale. Remarquons tout d'abord :
Q /∈ Θ ⇒ [2s]Q /∈ Θ.Cei permet d'érire :
λ̂4D,v([2
s]Q) = 4sλ̂4D,v(Q) + v(f(Q)),e qui donne en vertu de l'hypothèse sur le niveau de torsion N :
λ̂4D,v(Q) = −
1
4s − 1v(f(Q)) =
1




Remarque : En prenant pour s le plus petit entier vériant s > log(4gg!)/ log 2 on assureaussi les onditions de la proposition 3.2.4.On utilisera dans la suite la notation suivante :Notation 3.2.10. Soit A une variété abélienne sur un orps de nombres k, de dimension
g et munie du diviseur D. Soit s ≥ 2 le plus petit entier tel que s > log(4gg!)/ log 2 etposons N = 2s −1. Soit G(s)0 la première forme normalisée dérivant la multipliation par





















t(n + a)τ(n + a) + t(n+ a)(Z + b)
)
,où a, b ∈ 1
2
Zg/Zg forment le veteur aratéristique de la fontion thêta.On va xer le veteur aratéristique omme étant [a, b] = [δ′, δ′′], ave δ′ = [1/2, ..., 1/2]et δ′′ = [0, 0, ..., 0, 1/2]. Cette aratéristique est impaire, la fontion thêta onsidérée vérieen partiulier θδ′,δ′′(0) = 0. On appelle Θ = Θ(C) son diviseur ; il ontient O dans sonsupport.Soit k un orps de nombres. Soit (A,Θ)/k une variété abélienne prinipalement po-larisée. Soit v une plae arhimédienne et soit τv l'élément de Fg orrespondant à A(k̄v).On peut alors donner la dénition suivante (dont l'idée vient de Néron, voir par exemple[Nér65℄) :Proposition-Dénition 3.2.11. A une onstante près, la hauteur loale assoiée au di-viseur Θ pour la plae v ∈Mk arhimédienne peut s'exprimer omme suit, pour tout point
P ∈ A(k) hors du support du diviseur Θ :





t ImZ(Im τ)−1 ImZ
)
.134
Cette hauteur loale vérie de plus l'équation fontionnelle :
ΛΘ,v([2
s]P ) − 4sΛΘ,v(P ) = − log
|θδ′,δ′′(Z([2s]P ))|
|θδ′,δ′′(Z(P ))|4s
= v(f(P )),où div(f) = [2s]∗Θ − 4sΘ.Remarque importante : Il faut à présent faire attention à la forme partiulière de notrediviseur D. On peut faire le lien ave le diviseur Θ = (θδ′,δ′′ = 0) : es diviseurs vérientl'égalité D = [4]∗Θ. On pourra onsulter [DP02℄ p. 656 où on trouve la formule :




(z).On travaillera don toujours ave la fontion Z 7→ θδ′,δ′′(4Z).Lemmes analytiquesOn ommene par montrer des lemmes importants pour les estimations de fontionsthêta. Dans toute la suite on notera :
T [x] = txTx,pour T une matrie arrée et x un veteur olonne, tx son transposé.Lemme 3.2.12. Soit T = (tij)ij une matrie symétrique arrée de taille g×g dont lesoeients diagonaux sont positifs. Alors pour tout n ∈ Zg et tout a ∈ Rg on a :
























.Démonstration. Il sut d'érire :



















(ni + ai)(nj + aj)tij ,135









2 + (nj + aj)
2
)

























2 + (nj + aj)
2
)





























.Il sut de prendre le minimum pour obtenir le lemme.Lemme tehnique et long mais utile 3.2.13. Soient a ∈ [0, 1]g et T = Im τ ave τune matrie du domaine de Siegel Fg. On suppose qu'elle vérie la ondition :





|tij|.Alors il existe une onstante c2(g) > 0 telle que :
∑
n∈Zg




,et on peut hoisir c2(g) = 5g.Démonstration. La preuve de e lemme s'inspire diretement de la méthode mise en plaeen dimension 2, voir la gure 2.4.3. Donnons-nous un ensemble ni noté C = C1 × ...× Cgde points du réseau Zg (les points  prohes  du minimum) déni par :
∀i ∈ J1, gK, Ci = {mi ∈ Z| 1 > |mi + ai|}.On a don Card C ≤ 2g. 136




































































(ni+ai)(nl+al)til.Posons, ave n′ = [ni1 , ..., nik ] le sous-veteur de n adapté et a′ = [ai1 , ..., aik ] :
TI [n















(ni + ai)(nl + al)til.On a don obtenu :












′ + a′].Poursuivons :
T [n+ a] − min
e∈Zg












′ + a′] − min
e∈Zg
T [e+ a].On herhe alors une ondition susante sur T an que le membre de droite soit minorépar :
TI [n























































































0 ≤ d(−ai,Z)2 ≤ 14 ,
1 ≤ d(−ai,Z\Ci)2 ≤ 94 ,





















,e qui est impliqué, indépendament du hoix de I = {i1, ..., ik} (ave I non vide), par :





|tlm|.Les hypothèses de l'énoné implique ette dernière inégalité. On peut don armer quepour tout veteur n ∈ C1×...×(Z\Ci1)×...×(Z\Cik)×...×Cg :
T [n+ a] − min
e∈Zg
T [e+ a] ≥ Ti1,...,ik[n′ + a′] − min
n′∈(Z\Ci1 )×...×(Z\Cik )
Ti1,...,ik[n
′ + a′],e qui implique don que :
fg
(




Ti1...ik, (Z\Ci1)×...×(Z\Cik ), (Z\Ci1)×...×(Z\Cik )
)
.138








































































































































⇔ tii ≥ 3
∑
j 6=i









































.On peut don onlure, grâe une fois enore à l'hypothèse de l'énoné et au fait que
Card(I) = k :
fk
(
Ti1...ik , (Z\Ci1)×...×(Z\Cik), (Z\Ci1)×...×(Z\Cik)
)


































≤ 5g.Lemme 3.2.14. Soient a ∈ [0, 1]g et T = Im τ ave τ une matrie du domaine de Siegel
Fg. On suppose qu'elle vérie la ondition :















,et on peut hoisir c3(g) = 240·5g 140
Démonstration. Ce lemme se démontre omme le préédent, on utilise la même déompo-sition et on onlut en appliquant le lemme unidimensionnel 2.4.13.Proposition 3.2.15. Soit P ∈ AD(C) un point non nul de oordonnées Z(P ) = X + τY ,ave ||4Y || ≤ 1
2
. On suppose que la matrie de période τv vérie :





| Im τij |.Alors il existe une onstante c4(g) > 0 telle que :



















||(X, Y )|| ,où on peut prendre c4(g) = 240π5g.Démonstration. Erivons Z = X + τY et posons t(X, Y ) = θδ′,δ′′(4(X + τY )). On a alors :
ΛD,v(P ) = − log
∣∣∣t(X, Y )e−π Im τ [4Y ]
∣∣∣.Par l'inégalité des aroissements nis on a :
|t(X, Y ) − t(0, 0)| ≤ max
(X′,Y ′)∈[(0,0),(X,Y )]
||d(X′,Y ′)t||.||(X, Y ) − (0, 0)||,soit :
|t(X, Y )| ≤ max
u∈[0,1]
||d(X,Y )ut||.||(X, Y )||.Calulons les dérivées partielles ; on note X = [x1, ..., xg] et Y = [y1, ..., yg]. Posons :




τ [n + δ′] + t(n+ δ′)(4X + τ4Y + δ′′)
)
.Soit j ∈ {1, .., g} :
∂t
∂xj





















































eFn(X, Y ),Or Fn(X, Y ) ≤ −π Im τ [n+ δ′ +4Y u]+π Im τ [4Y ] pour tout u ∈ [0, 1], d'où nalementomme (X, Y ) 6= (0, 0) :
|t(X, Y )|e−π Im τ [4Y ]















∣∣∣e−π Im τ [n + δ
′ + 4Y u].L'utilisation du lemme 3.2.14 donne :
|t(X, Y )|e−π Im τ [4Y ]












Im τ [n + δ′ + 4Y u]]
,ave c4(g) = 8πc3 > 0. On utilise ensuite les inégalités :
|τij | ≤ |Re τij | + | Im τij | ≤
1
2
+ | Im τij |.Il vient alors :
|t(X, Y )|e−π Im τ [4Y ]













Im τ [n + δ′ + 4Y u]
.Il sut de prendre le logarithme pour obtenir la proposition.














eiπ(τ [n + δ
′] + 2 t(n + δ′)(4Z(Q) + δ′′))
∣∣∣e−π Im τ [4Y (Q)]
)
.Erivons pour Z = Z(Q), X = X(Q) et Y = Y (Q) :142
τ [n + δ′] + 2 t(n+ δ′)(4Z + δ′′) = Re τ [n + δ′] + 2 t(n+ δ′)(4X + 4 Re τY + δ′′)
+i
(
Im τ [n + δ′] + 2 t(n+ δ′) Im τ4Y
)







Re τ [n + δ′] + 2 t(n+ δ′)(4X + Re τ4Y + δ′′)
)
e−π Im τ [n + δ













∣∣∣.Proposition 3.2.17. Soit ε > 0. Soient (A,Θ)/k une variété abélienne prinipalementpolarisée et v ∈ M∞k . On appelle τv la matrie de périodes assoiée à A(k̄v). On supposeque τv vérie :






Im τ [n + δ′ + 4Y (Q)]
)













Im τ [n + δ′ + 4Y (Q)]
)
.
Démonstration. Il sut de prendre l'opposé du logarithme de la première propriété, puisde faire la moyenne des inégalités. L'hypothèse de l'énoné est exatement la premièreondition dénissant l'ensemble Fg,ε.
3.3 Minoration de la hauteur de Néron-TateOn réunit dans ette partie les informations loales obtenues grâe aux aluls eetuésjusqu'ii. 143
3.3.1 Lemme de zéros et prinipe des tiroirsCe paragraphe présentent des lemmes utiles pour éviter le diviseur. On ommenepar un lemme préparatoire au lemme de zéros. Quelques onventions : soit A une variétéabélienne et D un diviseur dénissant une polarisation prinipale sur A. Pour toute sous-variété V on note deg(V ) = degD(V ) := deg0(V · Ddim(V )). Pour V un sous-ensemblealgébrique, on note deg(V ) la somme des degrés de ses omposantes irrédutibles. Ennon note D′ ≡ D l'équivalene numérique (ou algébrique) des diviseurs.Lemme 3.3.1. Soient A une variété abélienne, V une sous-variété algébrique de A et Dun diviseur dénissant une polarisation sur A. Soit D′ tel que D′ ≡ D. Alors :





≤ deg(V ).Démonstration. Si V ⊂ D′ l'énoné est trivial. Sinon V ∩ D′ est l'union de omposantesirrédutibles V1, ..., Vn toutes de dimension dim(V ) − 1. En tant que yle on a :
V ·D′ = e1V1 + ...+ enVn, avec ei ≥ 1.Ainsi :
deg(V ∩ D′) = deg0
(






= deg(V ).La deuxième inégalité déoule diretement de la première.Lemme 3.3.2. Soit k un orps de nombres. Soit (A,Θ)/k une variété abélienne de di-mension g prinipalement polarisée et simple. Soit D = [4]∗Θ. Soient S1, S2, ..., Sg desensembles nis de points de A possèdant haun r éléments. On impose de plus que O ∈ Sipour tout indie 1 ≤ i ≤ g. Supposons que S1 + S2 + ...+ Sg ⊂ D. Alors r ≤ (4gg!)2.Démonstration. On alulera les degrés par rapport à D, i.e. pour une sous-variété V , ona deg V = deg0(V.Ddim(V )). On sait qu'on a :







D − (x1 + x2 + ...+ xj)
)





e qui entraîne :
D = Z0 ⊃ Z1 ⊃ Z2 ⊃ ... ⊃ Zg−1.On peut remarquer de plus que Sg + ...+ Sj+1 ⊂ Zj. Deux as se présentent :1er as : dim(Zg−1) = 0.Dans e as on a :
r = Card(Sg) ≤ Card(Zg−1) = deg(Zg−1) ≤ deg(D) = 42gg!,la dernière inégalité étant une appliation du lemme 3.3.1.2e as : dim(Zg−1) > 0.Si la dimension n'a pas huté omplètement 'est qu'il existe un indie i tel que :
dim(Zi) = dim(Zi+1).Comme on a Zi ⊃ Zi+1, il existe une omposante de Y ⊂ Zi de dimension maximalequi reste une omposante de Zi+1. Don l'ensemble :
⋃
x∈Sj+1

















 ≤ deg(Zi) ≤ 42gg!.Or la variété abélienne A est supposée simple, don GY est ni. On observe que




(Y − y) ≤ Card
⋂
y∈Y
(Zi − y) ≤ deg(D),e qui donne Card(GY ) ≤ 42gg!. On déduit don :
r = Card(Sj+1) ≤ (4gg!)2.
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.Alors, si on note yPi les oordonnées du veteur Y (P ) on a l'impliation :
















Im τ [e+δ′+4Y (Q)]
)



















Im τ [e+ δ′ + 4Y (Q)]
)

























































| Im τlj |. (∗)Fixons un entier i ∈ J1, gK quelonque. On a supposé que tN > N2g−1, et ette onditionest équivalente à :
Card(TN) > Card
{











) ∣∣∣ yi = 0
}
.On sait don que pour tout indie i ∈ J1, gK, il existe au moins un point Q ∈ TN tel que






















































Il sut don de rendre les oordonnées du point P susamment petites pour dominerle majorant de (∗∗). Supposons don que :
















































On rajoute un petit lemme de majoration de αN qui permettra de majorer l'entier Mdu prinipe des tiroirs i-après.Lemme 3.3.4. Soit g ≥ 2 un entier et soit N un entier tel que 4g+1g! ≥ N ≥ 4gg!. Alors :
αN ≤ 16(g+1)
2















.On utilise tout d'abord l'estimation, valable pour tout réel x ∈ [0, 1] :
√


























N − 1 ≤ N




Proposition 3.3.5. Soit k un orps de nombres, on pose m = |M∞k |. Soit g ≥ 2 un entier.Il existe un entier M et une onstante c5(g) > 0 tels que pour toute variété abélienne
(A,Θ)/k de dimension g prinipalement polarisée dont les matries de périodes vérie :





| Im τij,v|,et pour tout point P ∈ A(k) dont les multiples {[n]P, n ∈ [0, (42gg!)2M2gm]} sont deux àdeux distints, en notant Zv(P ) = Xv(P ) + τvYv(P ) les oordonnées omplexes, on a :
∃n ∈ J0, g(42gg!)2M2gmK, [n]P /∈ D, ∀v ∈M∞k , ||(Xv([n]P ), Yv([n]P ))||v ≤ g/M,















log 2,et on peut prendre M ≤ g120π(2g2 + g)5g2g/16 et c5(g) = 10g + 3
10g3 + 5g2
.Remarque : De plus, si on prend M = max{g120π(2g2 + g)5g2g/16, 4gαN}, le point
[n]P obtenu vériera aussi la propriété du lemme 3.3.3. Or en vertu du lemme 3.3.4, ona αN ≤ 16(g+1)2(g!)2g+2, et ette onstante domine g120π(2g2 + g)5g2 g16 . On prendra dondans les énonés ultérieurs :
M = 4g16(g+1)
2
(g!)2g+2.Démonstration. On a les appliations :
A(k̄v) −→ Cg/(Zg + τvZg) −→ Rg/Zg×Rg/Zg
P 7−→ Zv(P ) = Xv(P ) + τvYv(P ) 7−→ (Xv(P ), Yv(P ))Soit alors l'appliation F : A(k) −→ (Rg/Zg×Rg/Zg)m dénie par :
F (P ) = (Xv(P ), Yv(P ))v∈M∞k .On divise (R/Z)2gm enM2gm boîtes de taille 1
M
. L'ensemble {F ([n]P ), n ∈ J0, (42gg!)2M2gmK}ontient (42gg!)2M2gm + 1 points à répartir dans M2gm boîtes. Par le prinipe des ti-roirs il existe (42gg!)2 + 1 entiers 0 ≤ n1 < n2 < ... < n(42gg!)2+1 ≤ (42gg!)2M2gm telsque les points [n1]P ,...,[n(42gg!)2+1]P sont dans la même boîte. Alors l'ensemble des points
{[ni − n1]P, i ∈ J1, (42gg!)2 + 1K} sont dans la boîte prohe de l'origine, i.e. pour tout
i ∈ J1, (42gg!)2 + 1K et toute plae v :
0 ≤ ni − n1 ≤ (42gg!)2M2gm,








Nous allons nous servir du lemme 3.3.2 pour montrer qu'on peut en déduire l'existened'un petit point hors du support du diviseur D. Posons :
S1 = S2 = ... = Sg =
{
O, [n2 − n1]P, ..., [n(g!)2+1 − n1]P
}
.Alors par le lemme 3.3.2 on sait que S1 + S2 + ... + Sg * D. On déduit qu'il existe gentiers i1, ..., ig ∈ J1, (42gg!)2 + 1K tels que [ni1 + ...+nig − gn1]P ne soit pas sur le diviseur
D. On a de plus, puisque les points sont tous dans la même boîte prohe de l'origine :
(




ni1 + ... + nig − gn1 ≤ g(42gg!)2M2gm
)
,




∣∣∣Yv([ni1 + ...+ nig − gn1]P )
∣∣∣ ≤ g
M
.Posons alors M = g⌊c4π(g2 + g2)2 g16 ⌋+1 ; ei implique ||(X, Y )|| ≤ 1/⌊c4π(g2 + g2)2 g16 ⌋.On obtient alors le résultat en appliquant 3.2.15 et en observant, pour le alul de c5(g) :
∑
1≤i,j≤g




























Im τ [n + δ′ + Y (Q)]
)
ε,
(2) Im τ11 ≥ 2π(4gg!)2g+2
∑
j 6=i




.Remarque : A propos des onditions dénissant Fg,εLa ondition (1) est une ondition susante pour Q /∈ D. On  épaissit  ii en quan-tiant la non-annulation du module de ette somme, e qui revient à exlure un petitvoisinage d'un nombre ni d'hypersurfaes analytiques. La méthode des diérenes dehauteurs loales employée ii semble imposer ette ondition.La ondition (2) est une ondition plus  souple , i.e. elle est présente pour failiter unertain nombre de passages tehniques dans la voie de preuve hoisie ii. Il n'est ependant149
pas évident de voir omment s'en départir. Elle s'interprète ainsi : la matrie de période doitavoir ses termes diagonaux très grands devant les autres. De plus on impose que lorsqu'ons'approhe d'une situation dégénérée (ondition rigide (1)), i.e. lorsque ε tend vers 0, alorses termes diagonaux deviennent d'autant plus grands.On vériera failement que les onditions (1) et (2) impliquent les onditions des énonés3.2.13, 3.2.14, 3.2.15, 3.2.17 et 3.3.5, néessaires à l'établissement du théorème global.3.3.2 Minoration globaleThéorème 3.3.7. Soit k un orps de nombres de degré d, notons m = |M∞k |. Soient g ≥ 2un entier et ε > 0. Alors il existe des onstantes c1(d, g) > 0 et c2(d, g) > 0 telles que pourtoute variété abélienne simple de dimension g prinipalement polarisée (A,Θ)/k vériantque τv ∈ Fg,ε pour toute plae v arhimédienne, et telles que pour tout point P ∈ A(k)d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne :





























ΛD,v([n]P ) − ΛD,v(Q)
)

 .L'appliation des propositions 3.2.7, 3.2.9, 3.2.15 et 3.2.17 donne alors :
ĥ4D,v(P ) ≥ −
g
n2
























































′ + 4Y (Q)]
)]
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On obtient don en utilisant la dénition 1.4.6 et la notation 3.2.10 :








































1 + c5 Tr(Im τv)
)]
.On applique alors le lemme 3.3.3 pour obtenir :
































1 + c5 Tr(Im τv)
)]
,d'où en utilisant l'hypothèse (2) de l'ensemble Fg,ε :









































.On gardera à l'esprit que c1 < c2.
3.4 Hauteur de Faltings d'une jaobienne hyperellip-tiqueOn s'intéresse dans ette partie aux jaobiennes de ourbes hyperelliptiques. On donnedans un premier temps une formule expliite pour la hauteur de Faltings d'une telle ja-obienne A, généralisant ainsi la démarhe de K. Ueno présentée dans [Uen88℄ pour ladimension 2, puis on exhibe un majorant de ette hauteur de Faltings faisant intervenir latrae arhimédienne de A et le disriminant minimal de la ourbe sous-jaente.3.4.1 Hauteur de FaltingsSoient k un orps de nombres, Ok son anneau d'entiers et S = Spec(Ok). Soient C/kune ourbe hyperelliptique et A = Jac(C) sa jaobienne. C'est une variété abélienne dedimension notée g. Soient π : A → S son modèle de Néron, s : S → A sa setion neutreet ΩgA/S le faiseau loalement libre de rang 1 des g-formes diérentielles. On pose alors
ωA/S = s
























|α ∧ ᾱ|.On va don s'intéresser aux deux quantités à l'intérieur des logarithmes. On va voir quela première peut être exprimée grâe à un disriminant et la seonde est liée à la matrie
τ (du domaine de Siegel) assoiée à la jaobienne que l'on étudie.152
3.4.2 Équations de Weierstrass et disriminantsSoient g ≥ 2 et k un orps de nombres. Une équation de Weierstrass (E) pour uneourbe hyperelliptique (C) est une équation du type :
(E) : y2 +Q(x) y = P (x),ave P et Q des polynmes à oeients dans k tels que degQ ≤ g et degP = 2g + 1,





x = u2x′ + r









.Lorsqu'on passe d'une équation E à une équation E ′ par le hangement de oordonnées(∗) on obtient la relation ∆E = u4g(2g + 1)∆E′.Proposition 3.4.1. Le disiminant ∆E d'une équation entière est un polynme à oe-ients entiers. Il vérie de plus la propriété :




, 1 ≤ i ≤ g.Considérons alors la g-forme α = ω1 ∧ ... ∧ ωg. On vérie que lorsqu'on hange deoordonnées en utilisant (∗) dans le modèle de Weierstrass pour passer de E à E ′ onobtient la relation α = u−g2α′. Cei va nous permettre de trouver une g-forme diérentielle
η ne dépendant pas du modèle de Weierstrass. On va herher η de la forme :
η = ∆aE(ω1 ∧ ... ∧ ωg)b, avec a, b ∈ Z.153
Un hangement de modèle de E vers E ′ de la forme (∗) onduit alors à :
η = u4g(2g + 1)a− g




d̂eg(det p∗ωC/S).Remarque : Il s'agit bien de la hauteur stable ar on prend un modèle semi-stable de
C.Proposition 3.4.4. Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe algébrique lisse. Ona alors :
hst(Jac(C)) = hst(C).Démonstration. Notons S = SpecOk et soit p : C −→ S un modèle entier semi-stable dela ourbe C, de setion neutre ε. On onsidère A = Pic0C/S . On a alors :
Lie(A) ≃ R1p∗OC .De plus par dualité de Grothendiek (on pourra onsulter le paragraphe 6.4.3 p. 243 de[Liu02℄) :
(R1p∗OC)
∨ ≃ p∗ωC/S .On alule alors :
ε∗Ω1A/S ≃ Lie(A)∨ ≃ p∗ωC/S ,d'où :
ε∗ΩgA/S ≃ det p∗ωC/S .Il sut alors de prendre le degré d'Arakelov de haque té pour obtenir la proposition.
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3.4.4 Partie non-arhimédienneOn garde les notations des paragraphes préédents. La setion η orrespond au hoixde setion Λ fait dans [Kau99℄. Dans et artile, I. Kausz analyse les ontributions enhaque plae nie et il est important de souligner qu'on obtient pas exatement le disri-minant minimal, ontrairement au as des ourbes elliptiques. En eet il existe des ourbeshyperelliptiques telles que pour tout hoix de modèle y2 = F (x), on a ordv(ω1∧...∧ωg) < 0.Cependant en reprenant les aluls (voir par exemple l'équation (1) de la preuve de laproposition 5.5) on peut déduire que pour toute plae nie v il existe un entier ev ∈ Ndépendant du modèle hyperelliptique et tel que :





= g log Nk/Q(∆min) −
∑
v|∆min
(8g + 4)ev log Nk/Q(v).Les entiers ev sont des nombres d'intersetion entre la setion η et le bord de l'espaede modules des ourbes de genre g. Lorsque g > 1 il y a plusieurs as de gure : on peutrenontrer le produit d'une ourbe de genre g − i et d'une ourbe de genre i, pour tout
i ∈ {1, ..., g − 1}.Remarque : Notons qu'en ombinant ave l'artile de S.Maugeais [Mau03℄, on peutsupprimer l'hypothèse de bonne rédution en 2 faite dans [Kau99℄.3.4.5 Partie arhimédienneOn se base ii sur les travaux de P. Lokhart [Lo94℄, dont les aluls s'appuient enbonne partie sur [Mum84℄.Tout d'abord pour m ∈ 1
2
Z2g on pose :
ϕm(τ) = θm(0, τ)















0 0 ... 0)
]
, 1 ≤ i ≤ g + 1 ,
m2i =
[











, 1 ≤ i ≤ g ,155




ϕmT◦U (τ).On pose enn r = (2g+1
g+1
) et n = ( 2g
g+1
). On a alors la proposition suivante dont la preuvegure dans [Lo94℄ :Proposition 3.4.5. (Lokhart) Soient C/k une ourbe hyperelliptique et P ∈ C(k). Soit
E un modèle de Weierstrass de (C, P ). On uniformise Jac(C)(C) ≃ Cg/ΛE ave le réseau







n .Nous allons ainsi pouvoir aluler la ontribution arhimédienne à la hauteur de Fal-tings :Proposition 3.4.6. Soient C/k une ourbe de genre g donnée dans un modèle hyperellip-tique E de disriminant ∆E et ωi = xi−1dx2y+q(x) , i = 1..g une base des formes diérentielles sur
C. Notons A = Jac(C) sa jaobienne. Soit v ∈M∞k . Soit η = ∆gE(ω1 ∧ ...∧ωg)⊗8g+4. Alorson a :


























n .On déduit : 156
Proposition 3.4.7. Soient k un orps de nombres et C/k une ourbe hyperelliptique déniesur k de genre g. On note Jac(C) sa jaobienne. On pose r = (2g+1
g+1
) et n = ( 2g
g+1





g log Nk/Q(∆min) −
∑
v|∆min

















(1) ∀Pab ∈ A[2]\Θ, |θa,b(0, τ)| ≥ e
−π min
n∈Zg
Im τ [n + a]
ε,
(2) Im τ11 ≥
∑
j 6=i







.On montre ii le théorème suivant :Théorème 3.4.9. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0.Alors il existe des onstantes c3(d, g) > 0 et c4(d, g) > 0 telles que : pour toute ourbe C/khyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min, si la jaobienne
(Jac(C),Θ), prinipalement polarisée par le diviseur Θ, admet des matries τv ∈ Gg,ε pourtoute plae arhimédienne v, on a :
h′st(Jac(C)) ≤ c3 Tr(Jac(C)) + c4 log Nk/Q(∆min),et on peut prendre c3 = 4π + 2
d
et c4 = g
(8g + 4)d
.157






































.Soit (a, b) une aratéristique telle que :
min
T∈T
|θmT◦U (0, τv)| = |θa,b(0, τv)|.On utilise la ondition (1) de l'ensemble Gg,ε :
|θa,b(0, τv)| ≥ e
−π min
n∈Zg
Im τ [n + a]
ε.On obtient don :
log |ϕ(τv)| ≥ 8r log(ε) − 8rπmin
n∈Zg































































































.On peut déduire des théorèmes 3.3.7 et 3.4.9 le orollaire suivant en diretion de laonjeture de Lang et Silverman :Corollaire 3.4.10. Soit k un orps de nombres de degré d. Soient g ≥ 2 un entier et ε > 0.Soit C/k une ourbe hyperelliptique dénie sur k de genre g, de disriminant minimal ∆min.On suppose que sa jaobienne (A,Θ) est simple, prinipalement polarisée par le diviseur Θet admet des matries τv ∈ Gg,ε ∩ Fg,ε pour toute plae arhimédienne v. On suppose, pour
c5 = c5(g) une onstante donnée :
Tr(A) ≥ c5 max
{
(hfini(A) + Sfini(A)), log Nk/Q(∆min)
}
,alors il existe une onstante c = c(d, g) > 0 ne dépendant que de d et g telle que pour toutpoint P ∈ Jac(C)(k) d'ordre inni modulo toute sous-variété abélienne :












.Démonstration. Les théorèmes 3.3.7 et 3.4.9 nous fournissent sous les hypothèses de l'énoné :
ĥA,16Θ(P ) = ĥA,4D(P ) ≥ c1 Tr(A) − c2(hfini(A) + Sfini(A)),159
et :












































ĥA,Θ(P ).On a don :Fait 4.1.1. (lassique) Soient k un orps de nombres et A/k une variété abélienne. Il existeune suite d'extensions kN/k et une suite de points PN ∈ A(kN) telles que :
lim
N→+∞
ĥA,Θ(PN) = 0.Ce fait souligne la néessité d'avoir une onstante dépendant du orps k dans l'énonéde la onjeture de Lang et Silverman.4.1.2 Restrition des salaires à la WeilNous exploitons ii la même idée de division de points, mais présentée diéremment.Nous allons nous intéresser à la restrition des salaires, appelée aussi fonteur norme. Ononsultera [Mil72℄ et [Wei48℄ pour une dénition plus générale et les preuves des propriétésutilisées i-après.Soient k un orps de nombres et L/k une extension nie de degré m. Soit A/L unevariété abélienne dénie sur L de dimension g. On s'intéresse à la variété obtenue parrestrition des salaires A∗ = NL/k A dénie sur k par restrition des salaires. C'est unevariété abélienne ar pour toute extension galoisienne k′ de k ontenant L on a l'isomor-phisme :
ψ : (NL/k A)k′ −→ Aσ1k′ ×...×Aσmk′ , (∗)où les σi sont les plongements de L dans k′ au-dessus de k. Elle arrive de plus équipée d'unmorphisme surjetif :
p : (NL/k A)L −→ A.Soit b ∈ Pic0(A). On lui assoie l'élément b∗ = pσ1∗(bσ1) + ... + pσm∗(bσm). Alors laproposition 4 de [Mil72℄ nous donne un isomorphisme :
Pic0(A) −→ Pic0(A∗), b 7−→ b∗.163
On assoiera à la variété abélienne polarisée (A,Θ)/L sa restrition (A∗,Θ∗)/k via etisomorphisme. La proposition 5 de [Mil72℄ nous donne alors :Proposition 4.1.2. (Milne)On note < ., . >L: Pic0(A)×A(L) → R l'aouplement de Néron-Tate. Soient a ∈ A∗(k)et b ∈ Pic0(A), alors :
< b∗, a >k=< b, p(a) >L .Considérons l'appliation (surjetive, voir par exemple [HS00℄ p. 208) suivante :
ΦΘ : A −→ Pic0(A)
Q 7−→ t∗QΘ − Θ.Nous hoisissons alors dans l'énoné de Milne : b = ΦΘ(p(a)), image du point p(a) ∈ Adans Pic0(A). On sait alors que < ΦΘ(p(a)), p(a) >L= ĥA/L,Θ(p(a)) et on déduit de e quipréède :
ĥA∗/k,Θ∗(a) = ĥA/L,Θ(p(a)).Considérons alors le as de gure suivant. On hoisit un point P1 ∈ A(k) d'ordre inniet on forme, pour N ≥ 1, une suite de points PN = 1NP1 ∈ A(kN), ave kN = k[PN ]. Onnote mN = [kN : k]. On peut don dénir une suite de variétés abéliennes AN = NkN/k Adénies sur k telles que, en notant P ′N un antéédent de PN par p dans AN(k) :
ĥAN/k,ΘN (P
′






ĥA/k,Θ(P1).Dans le même temps, grâe à l'isomorphisme (∗) on peut déduire les relations suivantessur les dimensions et les hauteurs stables :
dim(AN) = mN dim(A), hst(AN) = mNhst(A).On doit enn aluler l'adhérene de Z·P ′N . Or omme PN = 1NP1, on aura Z·PN = 1N Z·P1,don :
Z·P ′N = {(P, ..., P ) ∈ Aσ1×...×AσmN } ( Aσ1×...×AσmNOn peut don garder à l'esprit :Fait 4.1.3. Soit k un orps de nombres. Il existe une suite de variétés abéliennes AN/kdénies sur k et une suite de points d'ordre inni QN ∈ AN(k) telles que (dim(AN ))N≥1est roissante et :
lim
N→+∞




dim(Z.QN ) = dim(A1).164
Ce fait souligne le aratère ruial de l'hypothèse Z·P = A dans l'énoné de la onje-ture de Lang et Silverman.Remarque : Une variante onsiste à onsidérer la situation A = A1×A2 et un point
P = (P1, O) ∈ A(k), ave hF(A2/k) très grand.4.2 Points de Heegner et ourbes modulairesOn s'intéresse dans ette partie aux jaobiennes de ourbes modulaires et aux pointspartiuliers que sont les points de Heegner sur es jaobiennes.Soit k un orps quadratique imaginaire dont le disriminant D est sans fateur arréet est tel que D ≡ 1 (mod 4). On s'intéresse dans un premier temps à l'ensemble Nk desentiers N tels qu'il existe un point de Heegner assoié à k sur la ourbe modulaire X0(N).On estime ensuite, pour de tels N, la hauteur du point de Heegner sur la jaobienne
J0(N) = Jac(X0(N)). On montre le résultat suivant, en notant hk le nombre de lasseassoié à k et uk la moitié du nombre de ses unités :Théorème 4.2.1. Soit k un orps quadratique dont le disriminant D vérie les ondi-tions : D < 0, D est sans fateur arré et D ≡ 1 (mod 4). Soit xD ∈ X0(N) un point deHeegner assoié à k et posons : cD = (xD) − (∞). Alors on a :






∈ SL2(Z)|c ≡ 0 (mod N)
}agit sur H∗ et H∗/Γ0(N) est une surfae de Riemann ompate ; 'est la ompatiée de
Y0(N) := H/Γ0(N) laquelle paramètre les paires (Eτ , Gτ ) où Eτ = C/(Z + τZ) est uneourbe elliptique sur C et Gτ est un sous-groupe de Eτ (C) ylique d'ordre N. Sur unorps de aratéristique 0 un point de Y0(N) orrespond à une paire (E,E ′) de ourbeselliptiques munies d'une isogénie φ : E → E ′.Cela permet d'identier H∗/Γ0(N) à la ourbe modulaire X0(N) dénie sur Q.165
Points de HeegnerSoit k un orps quadratique imaginaire. Le point x = (E → E ′) ∈ X0(N) est appelépoint de Heegner assoié à k lorsque les deux ourbes elliptiques E et E ′ sont à multipli-ation omplexe par Ok.On peut dérire les points de Heegner sur C (on pourra se référer par exemple à [GZ86℄p. 235 et [Gro84℄) :
{(A,n),A ∈ Clk,n ⊂ Ok,Ok/n ∼= Z/NZ} ↔ {xHeegner ∈ X0(N)(C)}
([a],n) 7−→ (C/a → C/an−1).La ondition d'existene d'un point de Heegner est don l'existene d'un idéal n ⊂ Oktel que Ok/n ∼= Z/NZ. Un tel idéal existe si et seulement s'il existe β ∈ Z/2NZ vériant
β2 ≡ D (mod 4N). On a alors n = ZN + Zβ+√D
2




∣∣∣ ∃d ∈ N, d ∧ 4N = 1, D ≡ d2 (mod 4N), D ≡ 1 (mod 4)
}














= 1.Une telle équation en p admet omme ensemble type de solutions un nombre non nul et nide progressions arithmétiques (on pourra onsulter [IR90℄ p. 55), ei étant une appliationdirete répétée de la loi de réiproité quadratique. Le ardinal de Nk est don inni.166




















.On a don omme solution la progression arithmétique {p ≡ 1 (mod 3)} ⊂ Nk. Cei permetd'ailleurs de donner une minoration de la densité d(Nk) des premiers de Nk (au sens deDirihlet) grâe à la forme forte du théorème de progression arithmétique de Dirihlet :
d(Nk) ≥ 1ϕ(3) = 12 ave ϕ l'indiateur d'Euler.4.2.2 La formule de Gross-ZagierAouplement globalOn va reprendre ii l'expression de l'aouplement global des points de Heegner sur
J0(N)×J0(N) obtenu par Gross et Zagier dans [GZ86℄ page 307 et valable pour (m,N) = 1.On rappelle que les aluls menés dans l'artile [GZ86℄ sont faits plae par plae, mais qu'apriori le symbole < c, c >v n'est pas bien déni. On peut ependant aluler < c, d >v ave
c 6= d et utiliser le fait que globalement < c, d >=< c, c > ar c− d est de torsion ('est iiqu'on applique le théorème de Manin-Drinfeld). C'est la démarhe qu'adoptent B. Grosset D. Zagier dans et artile.On rappelle ii le adre dans lequel on se plae : xD étant une oordonnée d'un point de Heegner assoié au orps quadratique ima-ginaire k = Q[√D], on onsidère le point cD = (xD) − (∞) ∈ J0(N)(H) et le point
dD = (xD) − (0) ∈ J0(N)(H) ave H le orps de lasse de Hilbert assoié à k. Tm est le m-ième opérateur de Heke. Son ation sur x = (φ :E→E ′) ∈ X0(N) estdonnée par Tm(x) = ∑C(xC), la somme portant sur tous les sous-groupes C d'ordre
m dans E tels que C ∩ ker(φ) = {0} ave xC := (E/C → E ′/φ(C)). Enn σ ∈ Gal(H|k), ave H le orps de lasse de Hilbert de k, orrespond vial'appliation d'Artin à la lasse d'idéaux A de k.Alors l'artile de B. Gross et D. Zagier [GZ86℄ nous donne, en notant c = cD et d = dD :
167
< c, Tmd
















































(1, ε) − 2γ − 2 log 2π + log |D|
]
< c, Tmd
σ >fini = −u2
∑
1≤n≤m|D|/N
σ′A(n)rA(m|D| − nN) + hurA(m) log
N
m
.Pour les membres de droite on a : rA(n) représente le nombre d'idéaux dans la lasse A de norme égale à n. σA(n) = ∑d|n εA(n, d) et σ′A(n) = ∑d|n εA(n, d) log nd2 . On rappelle que εA(n, d)est nul si pgcd(d, n/d,D) > 1. Dans le as où pgcd(d, n/d,D) = 1, en notant
pgcd(d,D) = |D2|, D1D2 = D, εDi(d) = (Did ) et χD1·D2 un ertain aratère de
Clk (voir [GZ86℄ p. 277 et p. 268) :





χD1·D2(A). h = hk est le nombre de lasses assoié à K, D = Dk est son disriminant, u = ukla moitié du nombre de ses unités. On sait que u = 1 sauf dans les as D = −3 où














est la fontion zeta de Riemann.168




est la fontion L de Dirihlet, ave ε(n) = (D
n







t2 − 1 cosh(u))s
.On utilisera dans la suite la fontion gs(z, w) = −2Qs−1 (1 + |z−w|22 Im(z) Im(w)). C'est enpartiulier une fontion holomorphe sur le domaine Re(s) > 1. Ses propriétés sontdétaillées dans [GZ86℄ p. 239.PartiularisationsLa première partie du travail onsiste à évaluer ette formule pour se ramener à l'ex-pression de la hauteur du point c ∈ J0(N)(H).Tout d'abord par le théorème de Manin-Drinfeld, c et d représentent la même lassedans J0(N)(H) ⊗ Q. On en déduit l'égalité suivante :
< c, Tmd
σ >=< c, Tmc
σ > .On prend de plus m = 1. On obtient alors T1c = c. Enn on prend σ = Id ∈ Gal(H|K),e qui impose don de prendre A = Ok l'anneau des entiers du orps K. Cei étant poséon alule alors le membre de droite pour obtenir, ĥJ0(N) étant la hauteur de Néron-Tateassoiée au diviseur 2Θ de la variété abélienne J0(N) :Proposition 4.2.3.
ĥJ0(N)(c) =< c, c >=< c, c >∞ + < c, c >fini,ave :




































(1, ε) − 2γ − 2 log 2π + log |D|
]
(iii)
< c, c >fini = −u2
∑
1≤n≤|D|/N
σ′Ok(n)rOk(|D| − nN) + hu log(N) (iv)169
4.2.3 Un équivalentOn se plae toujours dans le même adre, le disriminant D du orps K est xé ave lesonditions de l'introdution. D'après la proposition 4.2.2 l'ensemble Nk est inni, on peutdon faire tendre N vers l'inni. On s'eore alors dans ette troisième partie de trouver unéquivalent, lorsque N tend vers l'inni, de la hauteur ĥJ0(N)(c). Nous allons don étudier laontribution de haque terme de la proposition 4.2.3. On ommene par donner quelquesmajorations utiles.MajorationsLemme 4.2.4. Si on note τ(n) le nombre de diviseurs de n, alors on a les majorations












2ν . Comme n = ∏ pν on a log(n) =∑ ν log(p) don pour tout ν : (ν + 1) ≤ 1 + log(n)
log(2)














































On fait alors le hoix t = log(n)
(log log(n))3












Lemme 4.2.6. On peut majorer : rOk(n) = Oε(nε) pour tout ε > 0.Démonstration. Dans un anneau d'entiers, un idéal se déompose en produit d'idéauxpremiers. Soient n ≥ 1 et I = Pα11 ...Pαll un idéal de norme n. En prenant la norme onobtient une égalité du type n = pβ11 ...pβll ave les pi des entiers naturels premiers. Lespossibilités pour l'idéal I sont don fontion du nombre d'idéaux au-dessus de haquepremier pi|n. Puisque k est un orps quadratique, il y a au plus deux idéaux au-dessusd'un entier premier p de Z (auquel as p est totalement déomposé), ei donne don lieuà au plus 2l idéaux I de norme n. Or l = ∑p|n 1 = ω(n) et par dénition de τ(n) on a :













≪ log log(N) et ainsi : κ = O( 1
N
).Démonstration. En partant de l'estimation asymptotique (α > 0 est une onstante) :∏





















Lemme 4.2.9. On rappelle enn : ζ(s) = 1
s− 1 +Os→1(1).Démonstration. Il sut de faire une omparaison série-intégrale.171
Les termes (ii), (iii), (iv)Le traitement des trois derniers termes est assez rapide. En eet à D xé h = hk estonstant, on obtient don diretement que le terme (iii) est un ON→+∞(1). De plus enutilisant le lemme 4.2.8 on a immédiatement que (ii) est un O( log(N)
N
).Pour (iv) on remarque que −u2 ∑
1≤n≤|D|/N
σ′A(n)rA(|D| − nN) = 0 si N > |D|. Sinon enutilisant les lemmes 4.2.5 et 4.2.6 on obtient dans tous les as que le terme dominant est
hu log(N).Jusqu'ii on a don montré que le terme prinipal des ontributions (ii), (iii) et (iv) est


































G1N,s(τA1 , τA2).Les aluls de B. Gross et D. Zagier montrent alors que ([GZ86℄ p. 243 et p. 247 ombinée172
ave p. 285) :̃




G1N,s(τA1 , τA2) =
∑
A1∈Clk

















′).On a alors l'égalité pour a > 1 :









. (1)On utilise pour onlure le lemme la proposition suivante, dont la preuve gure dans lelivre de H.Iwanie [Iwa02℄ p. 105, théorème 7.5.Proposition 4.2.11. Soient a > 1 et Re(s) > 1. On note sj(1 − sj) la j-ième valeurpropre du laplaien sur X0(N). On prend de plus (uj)j une base orthonormale de fontionspropres assoiées à es valeurs propres. On note de plus Eρ la série d'Eisenstein assoiéeà la pointe ρ. On pose enn :
χsa(v) =
1
(s− v)(1 − s− v) −
1
















′, v)dv,et la série et l'intégrale onvergent absolument et uniformément sur tout ompat.173
Cette proposition permet de prolonger la fontion GN,s(z, z′)−GN,a(z, z′) en une fon-tion méromorphe (que l'on notera de la même manière) sur le domaine ℜ(s) > 1/2 aveun ple simple en s = 1 de résidu égal à κ (voir aussi [GZ86℄ p. 239). Cette fontion estmême holomorphe sur le domaine Re(s) > 3/4 privé du point s = 1 (voir [MU98℄ p. 672).On va hoisir une bande vertiale dans le plan omplexe ontenant l'absisse s = 1 dansle but d'appliquer le prinipe de Phragmen-Lindelöf à la fontion :
GN,s(τ, τ) −GN,a(τ, τ) −
κ
s− 1 .On en déduira une majoration au voisinage de s = 1 de elle-i et don par l'égalité (1) de
G1N,s(τ, τ) − κ/(s− 1).Tout d'abord par appliation des lemmes 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 et 4.2.9 on a la majorationvalable pour ℜ(s) > 1 et ε > 0 :








.On va à présent étudier la roissane de la fontion G1N,s(τ, τ)−κ/(s−1) (toujours parl'intermédiaire de l'égalité (1)) dans une bande du type b ≤ s ≤ 1 + ε ave 3/4 < b < 1.On prend par exemple b = 7/8. On utilise alors t = Im(s) et on a :Proposition 4.2.12. Il existe un A > 0 tel que pour tout s dans la bande 7/8 ≤ s ≤ 1+ εon a la majoration, ave t = Im(s) et τ un point de Heegner :
GN,s(τ, τ) −GN,a(τ, τ) −
κ
s− 1 ≪ (N(1 + |t|))










Equivalent de la hauteurConjuguant les résultats des setions 3.2 et 3.3, on arrive à la onlusion suivante :Théorème 4.2.14. Soit k un orps quadratique dont le disriminant D vérie les ondi-tions : D < 0, D est sans fateur arré et D ≡ 1 (mod 4). Soit xD ∈ X0(N) un point deHeegner assoié à k et posons : cD = (xD)− (∞). On note hk le nombre de lasses assoiéà k et uk la moitié du nombre de ses unités. Alors on a :







= hk.Corollaire 4.2.16. Pour tout disriminant D ≡ 1 (mod 4) négatif et sans fateur arré ilexiste un entier N0(D) et un ertain ensemble Nk de ongruenes modulo D tels que pourtout N ≥ N0(D) et N ∈ Nk les points de Heegner cD sont d'ordre inni dans J0(N)(H).Remarque : Pour ertains petits N on sait que le orps de dénition est néessaire-ment stritement plus gros que Q. Par exemple on a cD ∈ J0(N)(H)\J0(N)(Q) pour tout
N ∈ {11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36, 49}. En eet on onnaît les ourbes modulaires
X0(N) de genre 1, il y en a douze et elles orrespondent aux niveaux N i-avant. Cesourbes sont des ourbes elliptiques et on a don dans e as un isomorphisme entre J0(N)et X0(N). On sait de plus que pour es douze ourbes le groupe X0(N)(Q) est ni, i.e. leurrang sur Q est égal à zéro. (On se base ii sur une étude des ourbes modulaires de genre1 dont la référene est [Lig75℄.)4.2.4 Remarques sur la onjeture de Lang et SilvermanOn note dans la suite hF(A/k) pour la hauteur de Faltings (relative) d'une variétéabélienne A. La hauteur de Néron-Tate assoiée à 2Θ sera notée ĥA(.).Rappelons l'énoné de la onjeture de Lang et Silverman sur les variétés abéliennes :Conjeture 4.2.17. Soit g ≥ 1 et soit k un orps. Il existe une onstante c = c(k, g) > 0telle que pour toute variété abélienne A/k de dimension g, tout diviseur ample D ∈ Div(A)et tout point P ∈ A(k) tel que Z·P = A on a :
ĥA,D(P ) ≥ c hF(A/k).175




log(N) + o(g log(N)).Or la dimension de J0(N) est égale au genre de X0(N) et e dernier s'exprime ommesuit lorsque N est sans fateur arré (voir [Shi94℄) :


















































≤ α log log(N).Remarque : Les points de Heegner vérient la ondition Z·P = J0(N) au moins lorsquele disriminant D est hoisi susamment grand. Cela déoule de l'étude menée par J.Nekovár et N. Shappaher dans [NS99℄.On a don :Fait 4.2.19. Si nous réunissons ii les résultats obtenus dans les théorèmes 3.11 et 3.17 :
ĥJ0(N)(c) ∼ hu log(N) et hst(J0(N)) ∼ g(N) log(N)/3, on voit que la onjontion de esthéorèmes onstitue un exemple indiquant que la onstante présente dans la onjeture deLang et Silverman doit néessairement dépendre de la dimension g des variétés abéliennesonsidérées. On peut même armer pour un orps quadratique imaginaire k donné et Hson orps de lasse de Hilbert :









hst(J0(N)),lorsque N ∈ Nk tend vers l'inni. 176
4.2.5 Torsion sur la jaobienneOn ompare ii le résultat asymptotique montré préédemment ave un résultat existantpour les petites valeurs du niveau N . On pourra se référer à l'artile de H.Nakazato [Nak96℄.On se plae dorénavant dans la situation suivante : soit E une ourbe elliptique dénie sur
Q. D'après le théorème de Wiles étendu par Breuil, Conrad, Diamond, Taylor elle est munied'un morphisme non onstant :
ϕ : X0(N) −→ E(C).On note de plus El l'ensemble des points de l-torsion de E. Si E n'est pas à multipli-ation omplexe on pose :
SE = {l | Gal(Q(El)|Q) 6= AutFl(El)} ∪ {l|N} ∪ {2, 3}.Si E est à multipliation omplexe on posera seulement :
SE = {l|N} ∪ {2, 3}.Fixons alors un disriminant D ≡ 1 (mod 4) négatif et sans fateur arré tel que lesfateurs premiers de D ne soient pas inlus dans SE . L'ensemble SE est ni et il y a uneinnité de tels D (voir [Nak96℄). Soit alors N ∈ Nk. Dans es onditions on a :Théorème 4.2.21. (Nakazato) Soit τ ∈ X0(N) un point de Heegner assoié à k. Si on a
hk > deg(ϕ) alors ϕ(τ) est un point d'ordre inni sur E.Remarque : On peut minorer le degré de ϕ en fontion de N , par exemple en suivant[Wat02℄ :










Im τ12 ≥ ε > 0,
Im τ1 ≤ aε,
Im τ2 > a
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Im τ ′1 > max{1/ε2, 36},
Im τ ′12 = Im τ12 ≥ ε > 0.On remarquera de plus que det(τv) = det(τ ′v).FontorialitéProposition 5.1.2. Soient k un orps de nombres et v une plae arhimédienne de k.Soient Aτ et Aτ ′ deux jaobiennes de ourbes de genre 2 dénies sur k munies de leurdiviseur thêta respetif ave τ ′ une matrie de F2 vériant les onditions du théorème 2.8.2(On a Aτ (k̄v) ∼= C2/(Z2 + τZ2) et Aτ ′(k̄v) ∼= C2/(Z2 + τ ′Z2)). Soit :
Φ : Aτ −→ Aτ ′une isogénie telle que det(τ) = det(τ ′). Alors il existe une onstante c1(k,Φ) > 0 telle quepour tout point P ∈ Aτ (k) d'ordre inni :








Démonstration. Il y a deux strutures onurrentes sur Aτ : on peut onstruire une premièrehauteur de Néron-Tate assoiée au diviseur Θ et une seonde assoiée au diviseur Φ∗(Θ′).An d'obtenir l'énoné pour Aτ il sut d'utiliser suessivement les faits suivants :1. Il existe un entier m = m(Φ) tel que mΘ − Φ∗(Θ′) soit un diviseur ample sur Aτ , equi implique l'inégalité pour P ∈ Aτ (k) :
mĥAτ ,Θ(P ) ≥ ĥAτ ,Φ∗(Θ′)(P ).2. On a l'égalité ĥAτ ,Φ∗(Θ)(P ) = ĥAτ ′ ,Θ(Φ(P )).3. Comme τ ′ vérie les hypothèses du théorème 2.8.2 on sait qu'il existe une onstante
c(k) > 0 telle que pour tout point P ∈ Aτ (k) :
ĥAτ ′ ,Θ′(P ) ≥ c(k) h′st(Aτ ′).4. On trouve dans [HS00℄ p. 467 l'inégalité suivante (ii adaptée à notre situation) :
∣∣∣hst(Aτ ) − hst(Aτ ′)
∣∣∣ < 1
2
log(deg Φ).5. Comme det(τ) = det(τ ′) on peut remplaer hst par h′st dans l'inégalité préédente.On trouve don c1(k,Φ) = c(k)/m.Calul de m(Φ) et deg(Φ)On expliite ii le point (1) de la preuve du théorème préédent.Proposition 5.1.3. Pour l'isogénie Φ donnée par le lemme 5.1.1 on a m(Φ) = a2ε + 1 et











-ΦOn peut aluler τ ′ = 1
a2ε
Mτ tM . Alors MZ2 ⊂ Z2 et Mτ = a2ετ ′ tM−1 ∈ τ ′Z2.On veut omparer H1(Z) =t Z̄(Im τ)−1Z et H2(MZ) =t Z̄tM(Im τ ′)−1MZ.On a :
H2(MZ) =
t Z̄tM(Im τ ′)−1MZ = a2ε
tZ(Im τ)−1Z = a2εH1(Z).On herhe alors m tel que mH1 −H2 ◦M > 0 ; il sut de prendre m = a2ε + 1.De plus on a :
deg(Φ) = (Z2 + τ ′Z2 : M(Z2 + τZ2)) = (Z2 : MZ2)(τ ′Z2 : MτZ2)
= det(M) det(a2ε
tM−1) = a4ε.Remarque : On peut don étendre un peu l'énoné 2.8.2 en utilisant une déompositionde l'ensemble des plaes de k. Soit ε ∈ ]0, 1[ hoisi tel que aε = (max{1/ε2, 36}) 12 est unentier. Pour une variété abélienne prinipalement polarisée, on note (τv)v∈M∞k les matriesde périodes assoiées aux diérents plongements omplexes. Déomposons :
M∞k = N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4,ave : N1 = {v ∈M∞k | Im τ1,v ≤ a2ε , Im τ2,v ≤ a6ε}, N2 = {v ∈M∞k | Im τ1,v ≤ a2ε , Im τ2,v > a6ε}, N3 = {v ∈M∞k | Im τ1,v > a2ε , Im τ2,v ≤ a4ε Im τ1,v}, N4 = {v ∈M∞k | Im τ1,v > a2ε , Im τ2,v > a4ε Im τ1,v}.La onjeture de Lang et Silverman sera don vériée pour des familles de jaobiennesde ourbes de genre 2 vériant, à la plae de l'hypothèse de l'énoné 2.8.2  τv ∈ F2,ε pourtoute plae arhimédienne v  une des trois assertions suivantes :1. M∞k = N1,2. N1 = N2 = ∅ 183
3. N1 = N3 = ∅.Démonstration. Dans le premier as, on va utiliser un raisonnement par ompaité. Dé-nissons l'ensemble :











F2 = {hst(A)|A ∈ F}.Ces deux ensembles sont nis, en partiulier bornés, on obtient don la onjeture deLang et Silverman dans e as ave une onstante (non expliite) égale à inf F1/ supF2.Dans le deuxième as il sut d'appliquer les théorèmes préédents.Dans le troisième as, on utilise le lemme d'isogénie pour ramener des matries τv dansle domaine sur lequel on sait érire notre minoration, et se ramener ainsi au as préédent.5.2 Dupliation sur la surfae de KummerOn reproduit dans ette partie l'équation de la surfae de Kummer et les formulesexpliites de dupliation ette surfae. Les notations sont les mêmes que dans le hapitre2. Ces formules sont disponibles en ligne à l'adresse :http ://www2.maths.ox.a.uk/∼ynn/genus2/kummer/dupliation.Soit C une ourbe donnée dans le modèle :





2 + a1x+ a0.Pour tout diviseur donné par {(x, y), (u, v)}, on note (k1, k2, k3, k4) les oordonnéesnormalisées du point assoié sur la surfae de Kummer : k1 = 1, k2 = x + u, k3 = xu et
k4 = (M(x, u) − 2yv)/(x− u)2, où M(x, u) est déni par :




5.2.1 Équation de la surfae de KummerL'équation en KP = (k1 : k2 : k3 : k4) de la surfae de Kummer est :
R(k1, k2, k3) k
2
4 + S(k1, k2, k3) k4 + T (k1, k2, k3) = 0,où on a posé :
R = k22 − 4k1k3,
S = −4k31a0 − 2k21k2a1 − 4k21k3a2 − 2k1k2k3a3 − 4k1k23a4 − 2k2k23a5 − 4k33a6,
T = −4k41a0a2 + k41a21 − 4k31k2a0a3 − 2k31k3a1a3 − 4k21k22a0a4 + 4k21k2k3a0a5
−4k21k2k3a1a4 − 4k21k23a0a6 + 2k21k32a1a5 − 4k21k23a2a4 + k21k23a23
−4k1k32a0a5 + 8k1k22k3a0a6 − 4k1k22k3a1a5 + 4k1k2k23a1a6 − 4k1k2k23a2a5











































3a1a5a6 − 8k1k33a23a6 − 16k42a0a4a6 − 16k32k3a0a5a6 − 16k32k3a1a4a6 − 48k22k23a0a26 −
8k22k
2







1a1 + 8k1k2a2 − 8k1k3a3 + 5k22a3 + 8k2k3a4 + 4k23a5) + 2k4(2k31a0a3 +
8k21k2a0a4 + k
2























































2a5−20k21k23a2a3a4−4k1k32a0a3a5 +8k1k32a21a6−56k1k22k3a0a3a6 +32k1k22k3a0a4a5 +
32k1k
2
2k3a1a2a6 − 64k1k2k23a0a4a6 + 32k1k2k23a0a25 + 16k1k2k23a1a4a5 + 32k1k2k23a22a6 −
12k1k2k
2













4(−3k21a0 − k1k2a1 + k23a4) + 4k4(−8k31a0a2 + 2k31a21 − 6k21k2a0a3 −
4k21k3a0a4 − k21k3a1a3 − 4k1k22a0a4 − 6k1k2k3a0a5 − 2k1k2k3a1a4 − 2k1k23a1a5 − 2k32a0a5 −


























5 − 16k1k33a1a3a6 − 16k42a0a2a6 − 32k32k3a0a3a6 − 64k22k23a0a4a6 + 12k22k23a0a25 −
8k22k
2
3a1a3a6 − 16k2k33a0a5a6 − 32k2k33a1a4a6 + 8k2k33a1a25 − 16k43a2a4a6.
δ4 = k
4

















2a0a3a5 + 20k1k2k3a0a3a6 + 8k1k
2


























































































3a1a4a5a6 − 8k43a2a3a5a6 + 16k43a2a24a6 − 4k43a2a4a25 − 4k43a23a4a6.
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5.3 Invariants d'Igusa des ourbes de genre 2On donne ii les formules des trois invariants d'Igusa que l'on reprend diretement de[Igu60℄ p. 623 (en hangeant simplement le nom des oeients). On se donne un polynme :




2 + a1x+ a0.On dénit alors les trois invariants J2, J4 et J6, dont l'indie donne le degré en lesoeients de F :















3a5 − a22a3a5 + 4a0a34
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Résumé
Cette thèse est consacrée à l'étude d'une conjecture de Lang et Silverman de mino-
ration de la hauteur de Néron-Tate sur les variétés abéliennes sur les corps de nombres.
Le premier chapitre décrit le matériel nécessaire à l'étude des chapitres suivants et xe
les notations et normalisations. On montre dans le second chapitre que la conjecture
est vraie pour certaines classes de variétés abéliennes de dimension 2, en particulier
pour les jacobiennes ayant potentiellement bonne réduction et restant loin des produits
de courbes elliptiques dans l'espace de modules. Le second chapitre renferme aussi des
corollaires allant dans la direction de la conjecture de borne uniforme sur la torsion
et de majoration uniforme du nombre de points rationnels d'une courbe de genre 2.
Le troisième chapitre généralise les résultats de minoration du second chapitre aux ja-
cobiennes de courbes hyperelliptiques de genre g ≥ 2. Le quatrième chapitre contient
une étude de la restriction des scalaires à la Weil et une étude asymptotique de la
hauteur des points de Heegner sur les jacobiennes de courbes modulaires. Le cinquième
chapitre est une annexe contenant des formules explicites utiles pour la dimension 2 et
un paragraphe sur un raisonnement par isogénies.
Mots-clés : hauteur de Néron-Tate, hauteurs locales, hauteur de Faltings,
jacobiennes, courbes hyperelliptiques, torsion, points rationnels, fonctions
thêta, coordonnées de Mumford, points de Heegner.
Abstract
This thesis concentrates on a conjecture made by Lang and Silverman which gives
a uniform lower bound for the Néron-Tate height on abelian varieties over number
elds. The rst chapter provides a background for the understanding of the following
chapters and xes the notations and normalisations used throughout the text. It is
proven in the second chapter that the conjecture is true for some classes of abelian
surfaces, in particular jacobians with potentially good reduction that lie outside an ε-
neighbourhood of the elliptic curve product locus. This chapter also includes statements
towards the uniform torsion bound conjecture and uniform bounds on the number of
rational points on curves of genus 2. The third chapter generalizes the previous bounds
for heights to jacobians of hyperelliptic curves of greater genus. The fourth chapter
studies the restriction of scalars à la Weil and gives an asymptotic result for the height
of Heegner points on jacobians of modular curves. The fth chapter includes explicit
formulas useful in dimension 2 and a short study involving isogenies.
Keywords : Néron-Tate height, local heights, Faltings height, jacobians,
hyperelliptic curves, torsion, rational points, theta functions, Mumford co-
ordinates, Heegner points.
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